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1. OPTIMIZACION

La mayoria de los problemas en e mundo real tienen varias soluciones y algunos tienen infinitas
soluciones. El proposito de la optimizacion es encontrar o identificar la mejor solucion posible, entre
todas las soluciones potenciales, para un problema dado, en términos de algin o algunos criterios de
efectividad o desempefio.

Existen numerosas estrategias de optimizacion que van desde sofisticados procedimientos
mateméticos (tanto analiticos como numeéricos) hasta la simple pero inteligente aplicacion de la
aritmética.

Asumiendo gque un problema de optimizacion esta definido de alguna manera, una clasificacion

general de los métodos de optimizacion es lasiguiente:

Métodos Analiticos: Uso del calculo diferencial
(insuficiente para problemas no lineales).

Métodos Numeéricos. Algoritmos
(Procedimientos iterativos)
(Sobre esto se centra nuestro curso).

Otros. Métodos gréficos, métodos experimental es, estudio de casos.
Cas siempre nuestro interés en la optimizacion se centra en la solucion de problemas reales, los

cuales deben ser representados mateméticamente. La optimizacion de la representacion matematica de
procesos reales presenta 2 tipos de dificultades:

1. Formulacion del modelo matematico (representatividad)
(Funcién a ser optimizada 6 funcion objetivo)

2. Técnicade Solucion:

- Existenciade varios extremos locales y globales.

- Se suponen que los coeficientes y variables del modelo (funcién objetivo) no son
variables aleatorias.

- Errores de redondeo de la aritmética punto flotante.



2. Mathematical Optimization Problem or Mathematical Program

Maximizacion o minimizacién de funciones algebraicas de una o0 mas variables. La seleccion de
las variables estaran restringidas por ecuaciones o inecuaciones algebraicas |lamadas restricciones, de

forma tal que el objetivo no es encontrar el mejor valor posible sino el mejor valor permitido por las
restricciones.

2.1. Formulacién General de un Problema de Optimizacion

Encontrar (c DLLL cn) tal que
se maximice o minimice f(c;,....c,)

Sujeto a restricciones:

dondei=1...m
i b es escalar
y b xi.f y g, sonreales
b Sdominio de f

en formavectorial,

Encontrar x tal gque
Max 6 min f(x)

iy (r) £y donde
jetoa g;(X , r _ r-
isy X—(X Xn) xl S

La rama de la matemdética aplicada que resuelve este tipo de problemas se denomina
“Programacion Matemética’ (Mathematical Programming).

f()'() es referida como funcion objetivo, una solucion posible a problema antes formulado se
denomina solucién optima u éptimo.

La optimizacion computacional es una herramienta fundamental en los procesos de toma de
decisiones.
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Figura 1 — Tipos de Programacion Matematica

2.2. Programacién Nolineal (Non Linear Programming NLP)

NL P: Conjunto de técnicas para optimizar funciones nolineales sujetas a restricciones de igualdad

o desigualdad. Tanto las funciones como las restricciones pueden ser de una 0 mas variables.

El curso trata fundamentalmente de programacion no lineal.

2.2.1. Caracteristicas de los problemas que trataremos mayormente en el curso

Funciones objetivo y restricciones continuas con sus primeras derivadas parciales también
continuas (suaves) *

I necuaci ones estrictas no son permitidas (< 0 >) solo se permiten restricciones® |, £ e=.

El problema debe ser deterministico.

1 . ~ . ~ . .
Esto garantiza que pequefios cambios en 5( conlleve a pequefios cambios en valores asociados
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Todas las variables deben ser reales, ninguna puede tomar Unicamente valores enteros.
(Continuous Programming).

Sdominio defy g seaunaregion conectada

2.2.2. Tipos de Problemas Nolineales
Sin restriccionesy con restricciones
Tamano de los Problemas
Una forma de medir la complejidad de los problemas es en funcién del niUmero de variables o del

nUmero de restricciones.

Pequefia Escala: 5 variablesy restricciones.

Escalaintermedia: de5a100 variablesy restricciones.

Gran Escala: mas de 100 y quizas 1000 variablesy restricciones.

Esta clasificacion no es rigida pero reflgja las diferencias de los enfoques de solucion para cada
tipo de problema.

Pequefia Escala: Resuelto amano

Mediana Escala: Computador Personal o Servidor de Proposito General

Gran Escala: Mainframe para calculo cientifico (cray) y se explota la estructura del problema.
Algoritmos paralel os.

En el curso se estudiaran la teoriay los métodos que permiten efectivamente la solucion de la mas
amplia variedad de problemas (peguefia y mediana escala principamente). A pesar de que un gran
numero de algoritmos han sido propuestos para la solucion del problema general de optimizacion no
lineal, s6lo unos pocos han demostrado ser efectivos cuando se aplican a problemas de “ gran — escala’.

No existe un método general de optimizacion no lineal en & sentido como es SIMPLEX para
problemas lineales. (Se tienen méas de 50 afios trabajando en la solucién de problemas lineal es).

Ninguno es tan superior para ser clasificado como la panacea universal delaNLP.




Esto hace que sea un amplio y fructifero campo de investigacion, €l cual avanza segun el siguiente

algoritmo:

Algoritro
Propuesto

Prugha sobre

Casos de _

Interés

Evaluacion

En NLP:

Experiencia

Figura 2 — Avance de la Programacién nolineal

Experiencia

Si unaestrategia no presenta prueba de convergencia, esta puede ser efectiva, e.g. EGO y DIRECT.

Mas aun la garantia de convergencia de un algoritmo NLP para un caso especia no ofrece, en
muchos casos, mayor entendimiento con relacion a la creacion de estrategias efectivas para problemas

mas compl g os.

Criterios de Comparacion de Algoritmos

Rapidez

NoogkrwdhrE

Dificultad

NUmero de evaluaciones de lafuncidn objetivo
Confiabilidad (Exito en acanzar la solucion)

Tiempo de Preparacion del usuario (sobre parametrizacion)
Precision de la solucion
Grado de satisfaccion de las restricciones



2.2.3. Algoritmos lterativos y Convergencia

Lamayoria de |os algoritmos de NLP son iterativos.

® ® ®

®
X, ® x,® K® x, ® x7~

n

Solucién Optima

En programacion lineal existe una secuencia de longitud finita para a canzar la solucion.
En NLP la secuencia generalmente no alcanza la solucion optima sino que converge hacia ella.
En problemas no lineal es se determina una solucion |o suficientemente cercana ala éptima.
Lateoria de algoritmos iterativos se divide en:

1. Disefio del Algoritmo

2. Convergencia Global: Andlisis de convergenciaglobal (s eventualmente converge)

3. Convergencia Local: Anadisis de convergencia local (la razon a la cua €l agoritmo

converge en la Solucion optima).

“ Una buena teoria es megjor que miles de corridas’

Esto da una idea de la tratabilidad de los problemas mediante un andlisis ssimple lo cua es muy
importante.

Un enfoque experimental también es posible, pero no ha habido suficiente tiempo para recopilar tal
evidencia debido a la aparicion frecuente de nuevos y mejores Algoritmos de Programacion Nolineal.

Areas de Aplicacion de Programacion Nolineal
- Ingenieria

- Programacion de produccion, Pronéstico, Control de Inventario, Control de Calidad,
Control de Procesos, Mantenimiento, Disefio, Estimacion de Presupuesto.

Optimizacién en e ICA

Termociencia (Integer Programming)
Caracterizacion de Y acimientos (History Matching)

Disefio Optimo de Fracturamiento Hidréaulico

Complejos
A

Optimizacién Integrada Subsuelo Superficie

Andlisis y Disefio
Optimo de Sistemas

(.
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4. Funciones de una variable

4.1. Continuidad de una funcion en un numero

Sedice quef escontinuaen el nUmeroa si y solo si las siguientes 3 condiciones se satisfacen:

i. f(a) existe
i X'(i@maf(x) existe
i Xl(i@maf(x):f(a)

Si a menos una de estas 3 condiciones no se cumple se dice quef es discontinua en a.

Claramente, la nocion geométrica de un salto en la grafica de la funcion es sinénimo de
discontinuidad, por g emplo,

Ra+d) a1 a-1]

1 (2x+3)(x- 1); L V]
f(x)::' (X-l) ; 9x!? 1;7

f2; sx=1 b
Discontinuidad removible

f(x)= L Discontinuidad Esencial

10



(=l d o X
{2 six=3)

4.2. Teoremas sobre Continuidad
Teorema: Si fy g son continuas en a entonces:

1) f+g escontinuaena
ii) f-g escontinuaena
iii) f° g escontinuaena
iv) f, g escontinuaena suponiendo que g(a)t 0

Teorema: Unafuncién polominal es continua en todo nimero

Definicion: Se dice que una funcidn es continua en un nimero a, s f esta definida en algin
intervalo abierto que contieneenay s paracuaquier 1 >0 existeund > 0 tal que:

f(x)- f(a) <i siempre que|/x- & <d
4.3. Continuidad en un Intervalo
Definicion:
Continuidad por la derecha

Se dice que f es continua por la derecha del nimero a s y solo s satisface las siguientes
condiciones:

i) f(a) existe

lim f (x) existe
Xx® a’
limf(x)= f(a)
X® a’

i)

i)

11



Continuidad por la izquierda

Se dice que f es continua por laizquierdadel nUmeroasi y solo s,

i) f(a) existe
. lim f(x) existe
2 X® a’
. lim f(x)=f(a)
) X® a’

Definicion:  Una funcién cuyo dominio incluye el intervalo cerrado [a, b] se dice que es continua

en [a, b] sy solo si es continua en e intervalo abierto (a,b), asi como es continua por la derecha de a
y continua por laizquierdadeb.

Definicién: f es continuaen [a,b) si y solo si escontinuaen (a,b) y continua por la derecha de a.

Definicion: f es continuaen (a, b] sy solo si es continuaen (a,b) y continua por laizquierda de

4.4. Diferenciabilidad y Continuidad

La continuidad de unafuncién no implicala diferenciabilidad de dicha funcién en ese nimero.

E. ; —

[ &)

12



0).

Sin embargo, ladiferenciabilidad si implicala continuidad.

Teorema: Si unafuncién esdiferenciable en x;, entonces f es continua en x;.

Derivada de una Funciéon

f(x+Dx)- f(x)
Dx

[im
fl(x): Dx® 0O

la pendiente de larectatangente a  (x) en e punto (x, f (x)).

Valores Maximos y Minimos de una Funcion de una Variable

La derivada puede utilizarse para determinar los puntos donde la tangente es horizontal (derivada =

6.1. Extremos Relativos

Definicion: La funcidn f se dice que tiene un valor maximo relativo en “c’, s existe un
intervalo abierto que contenga a “c” sobre el cual esta definida lafuncién f tal que

f(c)? f(x) paratodax en esteintervalo.

142 ¥ a2 =)

e A .

-
- H H FE

it u#yx-

13



Definicion:  La funcién f se dice que tiene un valor minimo relativo en “c”, s existe un
intervalo abierto que contenga a “c” sobre e cua f esta definido ta que
f(c)£ f(x) paratodax en esteintervalo.

=}

¢Donde Localizar los Posibles VValores Extremos?
Teorema: Si f(x) existe paratodos los valores de x en e intervalo abierto (a,b) y si f tiene un
extremo relativo en“c”, donde a<c<b, s f'(c) existe, f'(c)=0.

I nter pretacion Geométrica

102 & ainfx)

] Y ] Extremos Relativos

\ ' f'(c) existey f'(c)=0

25

Si f es una funcién diferenciable, los Unicos lugares posibles para puntos extremos es donde
f'(x)=0.

14



Sin embargo, f'(x) puede ser cero y no obstante en ese valor f no tiene un valor extremo
(Punto de Slla).

Masaln f puede tener un extremo relativo en un nimeroy f* puede no existir alli.

. f(x)=|x-1

En Resumen,

Si una funcion esta definida en un nimero “c” es una condicion necesaria, pero no suficiente, para
que f tenga un extremo relativo en “c” que f'(c)=0 6 que f'(c) no exista.

Definicion: S ¢ es un nimero en e dominio de la
funcion fy si f'(c)=0 6 f'(c) no existe, entonces
“c” sellamanumero critico def.

0 01 0Nz 03 04 05 DE 07 0B 03 1
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6.2. Extremos Absolutos

Frecuentemente estamos en una funcion definida en un intervalo dado, y deseamos encontrar €l
valor mayor o menor de la funcién en € intervalo. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o
cerrados a un extremo y abierto en otro.

El valor maximo absoluto es el mayor valor dentro del intervalo, y €l valor minimo absoluto es el
minimo valor de lafuncién dentro del intervalo.

6.2.1. Extremos Absolutos en un Intervalo

Definicion: Lafuncion f se dice que tiene un valor méximo absoluto en un intervalo, si existe algun
ndmero “c” en el intervalo tal que f(c)? f(x) paratodax en el intervalo. Ental caso f(c) esel valor
maximo absoluto de f en el intervalo.

Definicion: Lafuncién f se dice que tiene un valor minimo absoluto en un intervalo si existe algin
ndmero “c”en el intervalo tal que f(c)£ f(x) paratodax en el intervalo. Ental caso f(c) esel valor
minimo absoluto de f en €l intervalo.

Valor extremo absoluto es un minimo o0 maximo absoluto de funcién en € intervalo.

También se puede hablar de extremo absoluto de una funcion cuando no se especifica ningun
intervalo.

Definicion: ~ Se dice que f(c) es e extremo méximo absoluto de la funcién f si ¢ esta en e
dominiodefys f(c)? f(x) paratodax en e dominio delafuncién.

Definicion:  f(c) se dice que es un minimo global de la funcién fsi ¢ | a dominio defy s
f(c)£ f(x) " x 1 Dominiodef.

Teoremadel Valor Extremo
Si una funcion f es continua en € intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene un valor maximo

absoluto y un valor minimo absoluto en [a, b).

Un extremo absoluto de una funcidn en un intervalo cerrado debe ser un extremo relativo o ser un
valor de la funcién en un extremo del intervalo.

6.2.2. Procedimientos para determinacion de extremos absolutos en intervalo cerrado:

1. ldentificar valores de lafuncién en los ntimeros criticos def en [a, b]
2. Encontrar f(a)y f(b)
3. El mayor de estos es el maximo absoluto y el menor es el minimo absoluto

16



Teorema de Rolle (Michel Rolle 1652-1719)

Sea unafuncion f continua en un intervalo cerrado [a, b] , diferenciable en e intervalo (a,b) abierto
ysean f(a)=0y f(b)=0, existe a menosun nimero “c” entreay b donde f'(c)=0.

Debe notarse que puede haber més de un niimero en el intervalo abierto (a,b) para el cua la

derivada es cero.
' VAW
a c¢

1 b

Teoremadel Valor Medio (uno de los teoremas mas importantes del cdlculo diferencia eintegral).

Sea f unafuncion continuatal que:
I. escontinuaen el intervalo cerrado [a, b]

ii. esdiferenciable en el intervalo abierto (a,b).
entonces existe un nimero “c” en e intervalo abierto (a,b) tal que:

R,

Latangente Ry es
paralela ala secante Rs

17



7. Funciones Crecientes y Decrecientes y Criterio de la Primera Derivada
Definicién: Una funcion definida en un intervalo se dice que es creciente en ese intervalo si y solo
f(x,)< f(x,) siempre que x, < x, donde x, y X, son nimeros del intervalo
Definicion: Una funcién definida en un intervalo se dice que es decreciente en ese intervalo s y
solo si:
f(xl)> f(xz) siempre que X, < X, donde X, y X, son numeros del intervalo

Si unafuncién es creciente o decreciente en un interval o, entonces se dice quef es monoétona.

Teorema: Si una funcion continua en €l intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en el intervalo
abierto (a,h).

i. Si f'(x)>0 paratoda xb escrecienteen e intervalo
ii. S f'(x)<0 paratoda x P esdecreciente en el intervalo

7.1. Criterio de la Primera derivada para Extremos Relativos

Si una funcién continua en e intervalo abierto (a,b) que contiene un ndmero “c’ y f es
diferenciable, excepto, posiblementeen “c” (f(c) puedeno existir).

Si ¢ esun extremo entonces:

f(x,)>0 donde x, <c
f'(x,)<0 donde c<x,

en este caso ¢ es un maximo relativo

=}

f’<k />o

M aximo Relativo M inimo Relativo

18



7.1.1. Procedimiento para Determinar Extremos Relativos

1. Encontrar nimeros criticos (f'(x)=06 f'(x) no $)
2. Aplicar criterio de la primeraderivada

7.2. Criterio de la Segunda Derivada

Sea“c” un nimero critico de unafuncién en lacual f'(c)=0 y f existe para todos los valores de x
en algun intervalo abierto que contengaa“c”’. Entoncess f'' (c) existey,

i. S f'(c)<0, f tieneun valor maximo relativo en “c”.
-

i, (c)>0, f tieneunvalor minimo relativo en“c”.

Nétese ques f'*(c)=0 nada puede concluirse.

Teorema: Sea una funcién continua en e intervalo | que contiene a nimero c. Si f(c) esun
extremo relativo def en | y esel tnico, entonces f (c) es un extremo absoluto de f en I. Ademés,

i. Si f(c) esun maximo relativo b esun méximo absoluto
i. Si f(c)esunminimorelativo b esun minimo absoluto.

8. Formula de Taylor (Brook Taylor 1685 — 1731)

Ciertas funciones pueden ser aproximadas por polinomiosy el polinomio puede ser usado cuando
la diferencia es pequefia.

Teorema: Seaf unafunciontal quefy susn primeras derivadas son continuas en €l intervalo
cerrado [a, b] . Ademés, f"*(x) existe paratodax en el intervalo abierto (a,b). Entonceshay un
nimero e en e intervalo abierto (a,b) tal que,

f(0)= 1)+ 0o )+ 1o a1 (o) )

(b- a)™

s n=0p f(b)=f(a)+ fe)(b- a) [Teoremadel Valor Medio]

19



8.1. Polinomio de Taylor

£ ()
()= 1(a) + 162 - )+ 1B - @ wics L
Residuo
_f (n+) (e) n+l .
Rn(x) = (x- a)""dondee estaentrexy a

(n+1.

Es buena aproximacion cuando x € a y cuando n es grande (relativamente grande).

9. Funciones de Varias Variables (Campos Escalares) R"® R!
9.1. Continuidad de Campos Escalares

Definicion: Sea la funcién f =u® R y sea al u. Decimos que f es continua en & s dado
cualquier nimero positivo e, podemos hallar otro nimero positivo d tal que,

S \)'( éﬂ<d,>‘(i u,entonces\f(>'<)- f(a)<e

0
i. S f(a) estadefinida
ii. S )r(lé@mgf({() exise —p i esta falla entonces existe una discontinuidad
esencial.

.. . lim
. Sir X)=

roLf (X)=f(a) ,. S estafalla entonces existe una discontinuided

evitable.
Si f es continua en cada punto de u, decimos que f es continua en u.
9.2. Operaciones sobre Funciones Continuas
Si fy g son continuas en a entonces:

f+g, f-gyf  gsoncontinuas
f , g escontinua, si g(@)? 0

20



9.3. Gradiente
Recordando:

Derivada direccional: Razén de cambio en una direccién dada por un vector unitario U .

Derivadas Parciales. Son derivadas direccionales pero especiales las direcciones son las de los
gjes coordenados.

"
% Ty

Definicion: S f:u® R ul R", laderivada de f en un punto >'<0T ues € vector cuyos
componentes son las derivadas parciales def en )'(0 :

A esto selellama GRADIENTE

i () = 21 0) TH0) | 9 (x)0
° ™ % ., o

~ - 1 1
Definicion: Sea f :u® Rul R"y xT u. Sea hun vector gue Hh” sea adecuadamente pequefia

de modo que X+h1 u, decimos que f esdiferenciableen x s existeel Nf en X y unafuncién real
d (ﬁ) definida para esos valores de h tales que:

t(k+n)- £ (k)= Rt &) +|nla(n)
ve belb)=o
Teorema: S f:u® R ul R", esdiferenciableen X entonces es continuaen x.

El reciproco es falso: Unafuncion puede ser continua sin ser diferenciable.

Teorema: (Condicion de suficiencia de diferenciabilidad).

S f:u® R, ul R" posee derivadas parciales continuas en >'<0T u entonces f es diferenciable en

X, -
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Sin embargo, una funcion puede ser diferenciable en un punto sin que sus derivadas parciales sean
continuas, en dicho punto.

Definicion: Decimos que una funcién es de clase C*en ui R" y escribimos f1 C*(u), s todas
sus derivadas parciales de orden k existen y son continuas en u.

Si f1 C*(u) estoimplicala continuidad de las derivadas de orden menor en u.

9.4. Formula de Taylor en Varias Variables

f(0)=1(%)+ S The)( -y )

" £ (%)
N : S(Xi - XOj)

i=1j=1 ﬂXi ﬂxj

0nN-

N | =

En una notacién més convenciona y compacta donde:

% esd gradientey,
a

n

1 f 1 f 1 f
. L

ﬂ;(l ‘ﬂxlz‘ﬂx2 ‘ITxlz‘lTxn
H o 1°f ‘Hzf L 1°f
ﬂxzﬂxl ﬂ X2 1TXZTIXH
1 f 1 f 1 f

L 2
™% 9X,9%, X

n

eslamatriz Hessiana

laformula de Taylor de varias variables es,

F(0)= 1 () + RET (%)X %)+ = (k= %) H (X- %)+ K

Los términos de mayor orden no se escriben por su complgjidad y porque no seran necesarios en
nuestro trabajo en “no linear programming”.
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9.5. Extension de los Criterios de Existencia de Maximo y Minimos

- Los puntos criticos son aquellos donde Nf =0 o no existe.
- Algunamedida de “positividad” del Hessiano nos dirdsi es un maximo o un minimo.

¢Por quénoresolver € problema?

/‘
E =0
fix,

< 1?_': =0 Por que es mas comple o que los métodos que vamos a estudiar
X2

M
ﬂ =0
fix,

N

Teorema de Weier strass (Extension del teorema de Vaor Extremo):

Una funcion continua f, definida en un conjunto compacto S cerrado y acotado (definido y no seva
ainfinito) tiene un minimo y un méximo en S
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10. Formas Cuadraticas

A pesar que en ingenieria, economia y estadistica la mayoria de los problemas son representados
(frecuentemente de forman no apropiada) por modelos lineales y resuelto por métodos lineales, los
model os cuadréticos y técnicas cuadréticas estan en segundo lugar.

Definicién: Unaforma cuadrética es cualquier campo escalar (R” ® R), definido paratodo x en R
gue sigue la siguiente forma:

Qo

q(x)= &

a; x;x; donde a; T R puede Ser Cero ........oowwimmmuinnmrrierinnnne *)
i-1

1

Una forma cuadrética no incluye ningun término lineal .

E. q(x,x,)=7x? +4x,x, +8x? 1 funcién cuadrética

Notacion Matricial

Cualquier forma cuadrética puede ser expresada como:

q(x) =x'Ax donde a; son elementos de lamatriz Ay son |os coeficientes en (*).
Esclaro que:

;X X; +a;X;x = (aij +a; )xixj paratodoi ! |

Por lo tanto una forma cuadratica puede ser representada equival entemente por muchas matricesA
0 conjuntos de coeficientes g;;.

Sin embargo, para una forma cuadratica q(>'<) dada existe solo una matriz simétrica (cuadrada tal
que D = DY) que satisface g(x)=X'Dx cuyos elementos estan definidos por:

. +a.
d; =d, =b”2") paratodoi y j

Ej. qx,,x,)=ax] +bx,x, +cx]
a b/2
b/2 c

q(xl’ X2 ) = Xt Dx = [X1X2] Xl

Xz
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I 2-2
Ej. S A=
8-1
a(x,, %, )= 2x2 - 2%, X, + 8%, %, - X2 = 2x2 + 6X,X, - X2
2 3|x
q(xl’XZ):[X1X2]3 _ 1Xl

10.1. Propiedades de las formas cuadréticas

Definicion: La forma cuadratica q(>'<)° X'DX es definida positiva si q(>'<)>0 paratodo X1 Oen
E".

Definicion: La forma cuadrética q(x)° x'Dx es semidefinida positiva si q(X)3 Opara todo
XT E", perog(x) no es definida positiva.

Definicion: La forma cuadrética q(x)° x'Dx es definida negativasi q(x)<0 paratodo X * Oen
E".

Definicion: La forma cuadrética q(x)° X'Dx es semidefinida negativa s q(x) £ Opara todo
XT E", perog(x) no es definida negativa.

Lamatriz D (Unicay simétrica) de una forma cuadratica definida positiva es definida positiva.

Si no satisface ninguna de las cuatro definiciones anteriores se dice que la forma cuadratica es
indefinida. Estoessi q(x,)>0y q(k,)<0P q(X) esindefinida, donde X, y x,1 R".

Ej: q(x,,x,)=x2 +10x? esdefinida positiva
q(x,,%,)=- x? + (- 10)x? es definida negativa

q(xl, X,, x3) = 2(xl - 2x2)+ x? es semidefinida positiva porque q(2,1,0) =0

Propiedad: Si q(>'<) es definida positiva (0 semi definida positiva) entonces - q(>'<) es definida
negativa (o semi definida negativa) y viceversa.
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Lema: (IMPORTANTE!!!) ttil en Quadratic Programming.

SeaD unamatriz simétricaden” n definida positiva (negativa). Entonces:

a) D' existe
b) D! esdefinida positiva (negativa)
c) AD A' essemidefinida positiva (negativa) para cualquier matriz Am” n.

10.2. Métodos de clasificacion de formas cuadraticas

10.2.1.[Métlodc[) de los menores principales

Sea q(x)° x'Dx una forma cuadrética, con D matriz simétrica. Sean |D4), |Da),..., |Dn| los n menores
principales delamatriz D , donde

D, =|d

‘ l‘ ‘ ll‘ es decir, los n determinantes de las n submatrices de D formadas por lasi primeras

\Dz\ = dy, dp filasy lasi primeras columnas, parai =1 ... n.
d21 22

Dy =[D

Entonces:

a) q(>'<) es definida positiva si y solo si todos los menores principales de D son positivos (|D4| > 0,
[D2] > 0,..., IDn| > 0).

b) q(>'<) es definida negativa si 'y solo los menores principales de D alternan de signo empezando
por negativo (|D4] < 0, |D2| > 0,..., |Dy| con € signo de (-1)").

¢) Silos n-1 primeros menores principales son todos positivos y € ultimo |Dy| = 0, entonces q(>'<)
es semidefinida positiva.

d) Silos n-1 primeros menores principales alternan de signo empezando por negativo y e ultimo
IDx| = 0, entonces q(x) es semidefinida negativa.

e) S |Dy=|D|* Oy loscriteriosa) y b) no se verifican, entonces g(x) esindefinida.

f) Si|Di|t Oparai=1,2,...n-1, |Dy| = [D| = 0y los criterios ¢) y d) no se verifican, entonces ¢(x)
esindefinida

10.2.2. Método de los autovalores:
Sea q(>'<)° X'Dx una forma cuadrética, con D matriz simétrica. Sean | 1, | o,... | , los n autovalores de
lamatriz D. Entonces:

a) q(x) esdefinidapositivasiysolosi|;>0" i.

b) q(x)
C) q(>'<) es semidefinidapositivasi y sdlol 2 0" i, siendo a menosun| ;= 0.
d) q(>'<) es semidefinidanegativasi y solol; £0" i, siendo al menosun| ;= 0.
e) q(x) esindefinidasi y solosi algin| >0y algin| ; <O.
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11. Funciones Convexas

Estamos particularmente interesados en la optimizacion de este tipo de funciones sobre los
Ilamados conjuntos convexos.

Definicién: Un conjunto X en E" (R”) es convexo s y solo s para dos puntos cualquiera >'<l y >'<2
en Xy cualquier valor escalar 0 £1 £1, e punto x =1 X, +(1- 1 )X, también esta dentro de X.

D

Convexo No Convexo
Ej. Unaesfera, un tridngulo, el espacio R", unalinearectay un punto son conjuntos convexos. Un
hiperplano también es un conjunto convexo.

Definicion: Una funcion escalar f ()'() es una funcién convexa definida sobre un conjunto convexo
X en E" si para dos puntos cual quiera >'<l y >'<2 enX.

FOx +@-1)%)e1f(x)+@-1)f(x,) donde 0£1 £1

AC =11f(a)+(1- 1 )f(b)
BC=f(a+(-1)b)

Las funciones convexas tienen una caracterizacion geométrica simple e informativa.
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Teorema: Cualquier funcion lineal f ( )=c'X estanto céncava como convexa.

Teorema: Si f(x) esconvexa b - f(x)esconcava (y viceversa).
Teorema: Lasumade 2 o més funciones convexas (concavas) es convexa (concava)

Teorema: Cualquier forma cuadrética semidefinida positiva g(x) = x' Dx donde D es simétrica, es
unafuncién convexaen todo E". Si es definida positiva es estrictamente convexa.

Teorema: Cualquier forma cuadratica semidefinida negativa g(X) = x'Dx donde D es simétrica, es
unafuncién concava en todo E". Si es definida negativa es estrictamente concava.

., P~ I
Dada una funcién cuadrética representada como f (x)°© g(x)+c¢'x + ¢,
es convexa o concavasi q(x) esconvexao concava.

A que se parece?

Al desarrollo de Taylor
f()lg) f()[;o)"'N]c ()Eo ><(X X % ; 0 )(X' Xo)

Teorema: S lafuncion f ()'() esta definida y es convexa sobre un conjunto convexo X en E", luego
cualgquier minimo local (con restriccion) de f ()'() en X es un minimo global en X.

| dem para méximo-concava

Tiene unaimplicacion importante: el primer extremo identificado es la solucion deseada.

Teorema: Si unafuncion f (x) es convexa (concava) sobre un conjunto X compacto y convexo

(cerrado y limitado) en E" entonces a menos un méximo (minimo) global se encuentra sobre el borde
de X.

11.1. Caracterizacién alternativa de las funciones convexas.

En general es necesario determinar si una funcion es convexa. Hasta ahora se han derivado
resultados para funciones lineales y cuadraticas.

Para cierta cantidad de funciones (no tan complgas) de algunas variables es posible determinar su
convexidad mediante una prueba de la segunda derivada.
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11.1.1. Criteriosde la primera y segunda derivada

Teorema: Supongamos que f()'() tiene primeras derivadas parciales continuas. Luego f()'() €s
concava sobre algunaregion RenE"si y sdlo s

FE P )+ R ()= &)
similarmente, ]:()r() es convexa sobre algunaregion Ren E" si y solo si
F(X)3 )+ Rie(x ) (k- x)

Aqui se requiere que un hiperplano que es tangente en algin punto x a una hipersuperficie
concava debe estar enteramente sobre ella.

Coéncava Convexa

Teorema: Sea f ()'() unafuncion T C? (segundas derivadas parciales existen y son continuas).
Entonces f ()'() es concava (convexa) sobre unaregion Ren E" si y sdlo si su Hessiano es definido o
semi definido negativo (positivo) paratoda X delaregion R.

Teorema de Schwartz
Si f()'( y) es tal que i Ey i’ son continuas en un entorno de un punto (x Yy )
] ﬂxl ﬂy ﬂxﬂy 0! 0/
qIf 2 : 1 f 1 f
entonces —— (X, Y, ) existey se cumple que ——(X,, Y, )= X,, Y,
o) E b o) =1 b e)

(Debido a teorema de Schwartz)

Como lamatriz Hessiano es simétrica la definicion definiday semidefinida positiva para formas
cuadraticas es aplicable directamente.

Una funcién puede ser convexa 0 concava y su Hessiano puede “desaparecer” en algunos
puntos (matriz de ceros).
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