Curso delntroducéo ao SIMULINK

Capitulo 1 — Introducédo Teodrica

1.1 - Diagrama de Blocos

A representacdo dos sistemas fisicos por meio de equacdes nem sempre deixa
clara a relaco entre as funcdes de entrada e de saida desses sistemas. E portanto
conveniente e desejavel sistematizar a descricdo matematica de um sistema, de tal
forma que aquela relacdo seja expressa claramente.

Uma forma de apresentacdo das equacfes diferenciais de um sistema consiste no
emprego de Diagramas de Bloco, em que cada bloco representa uma operacao
matematica, associando pares entrada-saida.

7

Quando o sistema é linear, ou puder ser linearizado, é possivel tomar as
transformadas de Laplace das equacBes do sistema, considerando condicdes
iniciais nulas.

A relacao entre cada grandeza de saida e a correspondente grandeza de entrada se
chama funcéo de transferéncia.

Usando as transformadas de Laplace, essas funcbes sdo em geral, funcbes de s.
Quando essas funcdes sdo colocadas em varios blocos, o diagrama é chamado
Diagrama de Bloco.

Em geral, os diagramas de bloco sdo Uteis na visualizagdo das funcdes dos
diversos componentes do sistema, bem como permitem estudos de “signal-flow”.

Os diagramas e bloco sao mais faceis de desenhar do que os circuitos que eles
representam. Partindo-se de um diagrama de bloco, € possivel, mediante a
utilizacdo de regras especiais, denominadas “Algebra dos diagramas de Bloco”
reduzir o diagrama a um Unico bloco e, assim, achar a funcdo global de
transferéncia do problema, sem necessidade de resolver o sistema inicial de
equacdes diferenciais que, algumas vezes, exige muito tempo devido ao elevado

namero de equacdes envolvidas.
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1.1.1 - Simbolos

Os simbolos utilizados na técnica de diagramas de bloco sdo muito simples, e se
encontram representados a seguir:

X(s)

> Variavel X(s)

Operador

X(s) Y(s) Variavel de entrada — X(s)
—p{ G(s) ——p \Variavel de saida—Y(s)
Funcéo de transferéncia — G(s)
Relacao representada — Y(s)=G(s) X(s)

Somador

Relag&o representada

I+

Y(s) F(s) = X(s) £ Y(s)

X(s) X(s) Tomada de Variavel

Observar que a tomada de uma variavel
X(s) ndo altera seu valor. A variavel X(s)

chega ao no e as variaveis transmitidas
séo iguais a X(s).

1.2 - Transformada de Laplace

A solugdo de equacgdes diferenciais com excitagdes descontinuas ou de ordem
superior a dois é muito trabalhosa através do método classico. Além disso, a
introducdo de condi¢cBes para a determinacdo das constantes de integracdo requer
a solucdo de um sistema de equacbes algébricas em numero igual a ordem da
equacdo diferencial. Com o objetivo de facilitar e sistematizar a solucdo de
equacOes diferenciais ordinarias lineares, a coeficientes constantes, utiliza-se
exaustivamente o método da transformada de Laplace. Podem ser enumeradas as
seguintes vantagens deste método moderno, que utiliza as transformadas:

1. Ele inclui as condig¢fes iniciais ou de contorno.

2. O trabalho envolvido na solucdo é simplesmente algébrico.

3. O trabalho é sistematizado.

4, A utilizacdo de tabelas de transformadas reduz o volume de trabalho
requerido.

5. Pode-se tratar excitagdes apresentando descontinuidades.

6. Os componentes transitorio e de regime permanente da solucéo séo obtidos

simultaneamente.
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A desvantagem dos métodos com transformadas é que se forem utilizados
mecanicamente, sem conhecimento da teoria realmente envolvida, conduzem
algumas vezes a resultados errdneos. Além disso, algumas equacdes particulares
podem ser resolvidas mais simplesmente e com menos trabalho através do método
classico.

1.2.1 - Definigdo da Transformada de Laplace

A transformada direta de Laplace de uma funcéo f(t), seccionalmente continua no
intervalo (0,¥), com valor f(t) € dada por:

L[f(t)]= i‘)f (t)e Sdt = F(s)

O valor da integral resulta numa funcéo F(s), tendo s como variavel. Este parametro
s € uma grandeza complexa da forma S + JW . Deve-se ressaltar que os limites de

integracdo sdo zero e infinito e que, portanto, ndo interessam os valores de f(t) para
instantes negativos ou nulos.

1.2.2 - Transformacéo Inversa

A aplicacdo da transformada de Laplace transforma uma equacdo diferencial em
equacdo algébrica. A partir da equacdo algébrica, obtém-se prontamente a
transformada da funcéo resposta. Para completar a solucdo deve-se encontrar a
transformada inversa. Em alguns casos, a operacdo de transformacao inversa

f()=L"[F(9)

pode ser efetuada por referéncia direta a tabelas de transformadas ou por meio de
programas de computador. Quando ndo € possivel encontrar em tabelas a
transformada da resposta, a técnica geral consiste em exprimir F(s) sob a forma de
uma soma de fragBes parciais com coeficientes constantes. As fragbes parciais
apresentam no denominador mondmios ou bindmios e suas transformadas séo
encontradas diretamente em tabelas. A transformada inversa completa € a soma
das transformadas inversas das fracoes.

A transformada da resposta F(s) pode ser expressa em geral através da relacdo
entre dois polindmios P(s) e Q(s). Considere-se que estes polinémios sejam de
graus w e n, respectivamente, e que sdo ordenados segundo as poténcias
decrescentes da variavel s; assim,

F(s)

_P(s) _a,s"+a,,s" " +...+as+3,
Q(s) s"+b, s"'+..+bs+h,

Os elementos a e b séo constantes reais e o coeficiente da maior poténcia em s no
denominador é reduzido a unidade. Serdo consideradas somente as funcbes F(s)
gue sao fracdes proprias para as quais n € maior que w. O primeiro passo é fatorar
Q(s) em fatores do primeiro grau e em binbmios com coeficientes reais:

F(= PO P(S)
QS (5~ 5)(S- 5,)-ls- §)(s- §,)
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Os valores s, S, ... Sy, finitos que anulam o denominador, sdo chamados zeros do
denominador. Estes valores de s, que podem ser reais ou complexos, também
tornam |F(s)| infinito e, e decorréncia sdo chamados poélos de F(s). Em
consequéncia, os valores s;, S; ... Sy sdo referidos como zeros do denominador ou
polos finitos da fungdo completa, isto €, ha n pélos de F(s).

A transformada F(s) pode ser expressa como uma soma de fracdes. Se os polos
sdo simples (ndo repetidos), o numero de fracdes é igual a n (nimero de polos de
F(s)). Em tais casos a fun¢éo F(s) pode ser expressa sob a forma

Fo-PO__A L A
AY s-s s,

O problema agora é a determinacdo das constantes A, A, ..
aos polos s;, S, ... sp. Os coeficientes Ay, A,
nos polos correspondentes.

+...+

S- Sk

., Ay correspondentes
..., A, sdo chamados residuos de F(s)

1.2.3 - Propriedades das Transformadas de Laplace

Funcéo Transformada
Af(1) AF(s)
f1(t)+2(t) Fi(s)+Fa(s)
d sF(s)-f(0)
— f(t
o 1)
q2 f s?F(s)-sf(0)-f(0)
— f(t
dt? ®
n d k-1
4" o) o4 s 1)
dt" k=1
AF (t)dt F(s) , 1,
9) . + S[Of (t)dt]t=0
t F(s
Of (Hdt %
0
g atf (t) F(s+a)
f(t-a)1(t-a), e *F(s)

iLt>a

lot£a

1(t-a)=
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tf(t) _dF(s)
ds
t(t) d2
—F(s
ds® ®
1 ¥
ff(t) O (9)ds
t aF(as)
f(=)
a
f1(t)*,(t)= Fi(s).Fa(s)
Oht- 1) f,()d =
:tbfl(t) f,(t-1)d
f(t).9(t)

1
= _F(9)*G
- (8)* G(s)

* indica o produto de convolucao.

1.3 - Transformada Z

Os problemas de engenharia que utilizam a transformada Z surgiram da andlise de
sistemas de controle a dados amostrados, durante a Segunda Guerra Mundial,
guando tais sistemas adquiriram proeminéncia. Sistemas a dados amostrados
operam com funcdes discretas no tempo (ou amostrados), pou uma ou duas razdes.
Pode ser que os dados sejam disponiveis somente em instantes discretos (como
num radar de explorac&o). E possivel, por outro lado, que o uso dos dados
amostrados permita projetar um sistema desempenho dindmico melhor que o
possivel com dados continuos no tempo. Como a transformada de Laplace era a
principal ferramenta para estudar sistemas de controle continuos no tempo, sua
extensdo a sistemas de dados amostrados era inteiramente natural.

A introducdo da transformada Z é motivada pelas mesmas consideracfes que
fazem a transformada de Laplace util: as equacbes de diferencas que governam o
comportamento do sistema discreto sdo transformadas em equacdes algébricas,
freqUentemente mais simples de resolver que as equacdes originais, e capazes de
dar melhor visdo daquele comportamento.
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Em andlise de sistemas discretos no tempo por meio da transformada Z, os
mesmos passos sdo empregados: 0s sinais discretos no tempo sdo substituidos por
suas respectivas transformadas; o sistema é representado por uma “funcdo de
transferéncia discreta no tempo”que, como no caso continuo, pode ser obtida pela
combinacéo algébrica das fun¢des de transferéncia discretas de seus componentes.
A transformada Z da resposta discreta no tempo serd igual ao produto da fungéo de
transferéncia do sistema psla transformada Z do sinal de entrada. Como ultimo
passo, a resposta real no dominio do tempo (discreta) sera obtida por inversao da

transformada Z da saida.

As principais diferencas entre a transformada de Laplace e a transformada Z séo: a
funcdo elementar na qual os sinais sdo decompostos para obter a transformada Z é
z" (z uma variavel complexa), em vez de e; a transformada Z é definida como uma
soma em vez de integral.

1.3.1 - Defini¢do da transformada Z

A transformada Z de um sinal discreto no tempo, f(n), é definida como uma série de
poténcias em z" cujos coeficientes sdo amplitudes do sinal. Como no caso da
transformada de Laplace, podemos definir uma transformada Z unilateral e uma
bilateral. Estas definicbes séo, respectivamente,

¥
LIfn)=Fi@=q f(n)z’"

n=0

¥
Lyf(n)=Fu(2)=q f(n)z'"

n=0

Para ser (til em andlise de sistemas, é desejavel que estas séries sejam exprimiveis
em forma fechada. Como o coeficiente de z" no desenvolvimento em série é f(n),
segue-se que o desenvolvimento da forma fechada em uma série de poténcias em
z" “gerard” o sinal. Portanto, a transformada Z pode ser descrita como a “funcdo
geratriz” do sinal discreto no tempo ao qual ela corresponde. As poténcias negativa
z" sd0 mais usadas que as positivas z" porque isso esta de acordo com 0 uso mais
freqliente em engenharia. Na literatura matematica sobre funcdes geratrizes e em
alguma literatura sobre sistemas de controle a dados amostrados, 0s coeficientes
das poténcias positivas de z, geralmente correspondem aos valores de f(n) para
n>Q.

Se f(n) = 0 para n < 0, as transformadas unilateral e bilateral sdo idénticas; porém,
se f(n) 1 0 para algum n < 0 as duas definicdes produzirdo expressdes diferentes. A
transformada Z bilateral obviamente incorpora informacdes sobre os valores f(n) em
todos os instantes discretos em que é definida. A unilateral, s6 nos instantes nao
negativos.




:{(é EEfll_n' Curso de Introdugéo ao SIMULINK

1.3.2 - Transformadas de Funcdes Comuns

Funcéo |Transformada Z Raio de
f(n) F(z) Convergéncia
r a
d(n- k) 71 0
m(n) 1
1- z* 1
a" 1
1- azt a
n 21
(1- z1)? 1

1.3.3 - Inversao da Transformada Z

Para determinar o sinal f(n) correspondente a uma dada F(z), isto é, para gerar f(n),
é necessario desenvolver F(z) em série de poténcias de z*. Como, em qualquer
regido de convergéncia, o desenvolvimento em série de poténcias € Unica. O
método a empregar € uma questao de conveniéncia.

Obviamente, o método mais simples é procurar numa tabela adequada a funcéo
discreta no tempo no tempo correspondente & transformada que se quer inverter. E
possivel inverter a maioria das transformadas Z que aparecem em problemas de
engenharia, por meio de uma pequena tabela e a técnica de decomposicdo em
fracBes parciais.

Uma técnica mais elegante e geral é de usar a formula de inversao:
f(n) = i@F(z)z“-ldz
2pj

onde C é um circulo de raior > r isto €, um circulo envolvendo todas as

a L
singularidades de F(z)z"".

O célculo real da equacao anterior € muito eficientemente executado por meio do
calculo de residuos. Especificamente, a equacgédo pode ser escrita como:

f(n) = soma de residuos do produto F(z) z"*,
em seus polos internos ao circulo de convergéncia de F(z).

Observe que, quando n = 0, F(z) z"* pode ter um pdlo na origem mesmo quando
F(z) ndo tem o residuo de F(z) z* deve ser ai calculado.
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Um terceiro método, que pode ser aplicado quando F(z) é racional, & exprimir
numerador e denominador de F(z) em polindmios em z*; entdo, usando a “divisio
continua” da algebra, dividir o numerador pelo denominador, e assim obter uma
série em poténcias z'. Este método que ndo tem similar na transformada de
Laplace é muito eficiente quando falta conhecimento dos polos de F(z) e as tabelas
de transformada Z ou a férmula de inversdo ndo podem ser usadas. Somente 0s
valores de f(n), e ndo sua expressédo geral, podem ser assim obtidos.

1.3.4 - Propriedades da transformada Z

Propriedade Funcédo do tempo Transformada Z
Linearidade af (n) +bg(n) aF(z) +bF(2)
Diferengas z- D*F(2) -

a. Avancadas D f (n) ( ) F(2)

K-
- zél(z- 1)< I-1D (0)

j=0

- zH)“F(2)-

b. atrasadas N*f (n) 1
-8 @z N
j=0
Somas a 1
f(k ——F(2)+
a f( [, @
1 g
+ f(k
1- z'1k§‘¥ (k)
Translag&o F(n+k) k>0 k51 »
¢ Nk 2F@)- 28 1(j)z’
i=0
Multiplicag&o por a" a" f (n) f(a'z)
Multiplicag&o por n* k 5
n“f(n) 21 d_19|:(z)
e dz'g
Convolugéo Y(2)=H(2)X(2)

() = & h(n- K)x(K)

Produto de duas f_n n =

funcGes (et %@F(W)G(ZW )dW
] w

Mudanca de escala f(an) a=inteiros F(z'?)

Valor inicial f(0) = Ii®rg F(2)

Valor final f(¥) :|i(gq(1- zYHYF(2)

se(1- z')F(2) é analitico para |Z| 31
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1.3.5- A Funcéo de Transferéncia Discreta no Tempo

Como a funcdo de transferéncia de sistema continuo, a funcdo de transferéncia
discreta no tempo € definida para um sistema fixo e discreto como a trasnformada Z
da resposta unitaria h(n). Assim,

H(z) = Z[h(n)]

Para um sistema de entradas e saidas muiltiplas, podemos definir a matriz de
transferéncia discreta no tempo H(z) cujo elemento Hj(z) é a transformada Z da
correspondente resposta unitaria hy(n).

Como consequiéncia da propriedade de convolucéo, a relagdo de entrada e saida no
dominio do tempo:

() = & h(n- K)x(K)

€ convertida na relacéo algébrica no “dominio z":
Y(2)=H(2)Z(2)

Esta propriedade simplifica consideravelmente a analise dos sistemas fixos
discretos no tempo; ela permite que tais elementos sejam analisados calculando as
funcdes de transferéncia de cada um dos componentes e os combinando de acordo
com as regras algébricas conhecidas. A resposta do sistema a uma dada entrada é
entdo obtida invertendo o produto da funcéo de transferéncia pela transformada da
entrada. A técnica acompanha a de sistemas continuos.

Em muitos casos, ndo é necessario executar esta Ultima etapa; muitas propriedades
Uteis da resposta podem ser obtidas diretamente da funcdo de transferéncia
discreta no tempo. Dentre tais propriedades esta a estabilidade do sistema e os
valores final e inicial da resposta.

A funcao de transferéncia de um sistema continuo no tempo pode ser interpretada
como o quociente da resposta & uma exponencial complexa e por esta entrada
ficticia €*. Uma interpretacéo similar é possivel para a transformada Z. Considere
um sistema H ao qual a sequéncia de entrada {..., z% 7' 1, z, 7, ...} € aplicada
comecando em N =-¥ . A resposta é:

y(n) = & h(n- K)z".
k=-¥

Com a mudanga de indice m = n -k, fica

¥
y(n) =g h(m)z"™ = 2"H (2).
m=0
Portanto segue-se que
resposta a z"
z" '

H(2) =
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