Capitulo 1

Introduccion

Simulacion y Optimizacion

Cuando alguien tiene la responsabilidad de conducir un sistema dado, como por ejemplo: un
banco, una ciudad, y en especial una planta quimica, debe tomar continuamente decisiones
acerca de las acciones que ejecutara sobre el sistema. Estas decisiones deben ser tales que la
conducta resultante del sistema satisfaga de la mejor manera posible los objetivos planteados.

Para valorar la importancia de lo planteado, analice el siguiente problema. El gobierno de un
pais debe decidir la distribucion del presupuesto anual, ;jcuanto debe asignar a educacion?,
jcuanto a salud?, ;cuanto a subsidios?. Es algo dificil de decidir si no se conoce
perfectamente la forma en que el pais sera afectado por cada alternativa analizada. Sin esta
informacion es imposible defender alguna alternativa; si se favorece la educacion a costa de la
salud, el peligro es evidente a corto plazo; si se procede en el sentido opuesto, el peligro sera
evidente a largo plazo. Peor aln, tomada la decision, y pasado el afo de aplicacion del
presupuesto, tanto los ciudadanos como el gobierno no podran determinar cuan adecuado fue
el presupuesto del afio anterior porque no sabran si existia una mejor alternativa posible para
las condiciones que presentaba el pais en el momento en que se tomo la decision.
Aparentemente, no queda mas remedio que experimentar con cada una de las alternativas a
riesgo de hacer desaparecer el pais.

Para poder decidir correctamente es necesario saber como respondera el sistema ante una
determinada accion. Esto podria hacerse por experimentacion con el sistema mismo; pero,
como qued6 de manifiesto en el ejemplo anterior, factores de costos, seguridad y otros hacen
que esta opcion generalmente no sea viable. A fin de superar estos inconvenientes, se
reemplaza el sistema original por otro sistema que, en la mayoria de los casos, es una version
simplificada. Este ultimo sistema, denominado modelo, es utilizado para llevar a cabo las
experiencias necesarias sin los inconvenientes planteados anteriormente. Al proceso de
experimentar con un modelo se denomina simulacion. Al dispositivo completo utilizado,
modelo y accesorios (sensores, registradores, indicadores, etc.), se llama simulador. Por
ejemplo, cuando se disefia un puente es comin realizar estudios sobre una maqueta del mismo
a fin de determinar la frecuencia de resonancia, y evitar asi que se destruya por acciéon del
viento. Es también practica generalizada utilizar maquetas de aviones o de autos para realizar
estudios en tineles de vientos a fin de determinar caracteristicas aerodinamicas. En la
industria quimica, las plantas pilotos son utilizadas para ensayar nuevos procesos antes de
implementarlos en las plantas reales.

Si el simulador puede reemplazar al sistema real, entonces se denomina emulador. Ejemplos
de emulacion se presentan en el area informatica. En efecto, los programas que emulan
Windows para computadoras Apple se comportan exactamente igual que el programa original
para PC, los programas que simulan consolas de juegos hacen que la computadora sea
totalmente equivalente a las consolas emuladas.
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Por otra parte, determinar la accion que debe realizarse sobre el sistema para que este cumpla
de la mejor manera posible con los objetivos deseados es mision de la optimizacion.
Generalmente, los sistemas en estudio son tan complejos que la solucion analitica de este
problema no es posible. Por lo tanto, la optimizaciéon debe llevarse a cabo a partir de
resultados experimentales. Es aqui donde la simulacion encuentra su primera aplicacion ya
que es capaz de proveer los datos necesarios a un minimo costo y sin riesgo. Las técnicas o
métodos de optimizacion estan disefiados para tomar la mejor decision requiriendo la menor
cantidad de experimentos.

La Figura 1 muestra como se vinculan generalmente la optimizacion con la simulacion. Para
un sistema dado, por ejemplo un reactor, durante el proceso de optimizacion el método de
optimizacion elegido propone una determinada accion, por ejemplo ajustar el set point del
controlador de temperatura a 70 °C. La posible respuesta del sistema a la accion propuesta es
obtenida por simulacién. Dicha respuesta es evaluada de acuerdo a un determinado criterio,
por ejemplo ;mejord la produccion del reactor?. Si la respuesta no es lo suficientemente
buena, se propone una nueva accion, por ejemplo llevar la temperatura a 80 °C. Este ciclo se
repite hasta encontrar la accion que produce una respuesta que satisface de la mejor forma
posible el criterio de evaluacion, para este caso: la produccion del reactor. Esta accion y la
correspondiente respuesta es el producto final de un estudio de optimizacion; por ejemplo: se
debe llevar la temperatura a 75 °C para obtener la maxima produccion que serd igual a 100
kg/hr.

Optimizacion
Sj Accion
Accion (Es la mejor? y
Respuesta
Simulacion
Respuesta

Figura 1: Relacion entre optimizacion y simulacion.

Otra aplicacion comiin de la simulacion es el entrenamiento o capacitacion. Nuevamente, son
sus caracteristicas de bajo costo y falta de riesgo las que hacen que la simulacion sea una
herramienta ideal para esta tarea. En esta area se puede citar la capacitacion de pilotos de
aviones en simuladores constituidos por réplicas de cabinas reales instaladas sobre sistemas
neumaticos que reproducen los movimientos de los aviones en vuelo. Un dispositivo similar
se utiliza para entrenar a los astronautas para practicar el aterrizaje de los transbordadores.
Una de las ventajas mas importante de los simuladores para el campo de la capacitacion es su
capacidad de reproducir situaciones poco probables y de alto riesgo; como por ejemplo: la
rotura de un motor de un avion, fuertes tormentas, fallas de los sistemas eléctricos, etc. Esta
caracteristica brinda la oportunidad de desarrollar un plan de capacitacion completo que
permita adquirir experiencia para enfrentar situaciones extremas de baja probabilidad pero
sumamente criticas.

Aplicaciones de la simulacién

A pesar de las numerosas ventajas que tiene la simulacion, no siempre es la herramienta mas
adecuada. Para decidir si conviene o no emplearla, se deben analizar sus ventajas y
desventajas. La simulacion es de utilidad en las siguientes situaciones:
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No existe una formulacion matematica: Muchos sistemas reales no pueden ser
modelados matematicamente con las herramientas actualmente disponibles; por
ejemplo, la conducta de un cliente de un banco.

Existe una formulacion matematica pero es dificil obtener una solucion analitica:
Los modelos matematicos utilizados para modelar un reactor nuclear o una planta
quimica son imposibles de resolver en forma analitica sin realizar serias
simplificaciones.

No existe el sistema real: Es el problema del ingeniero que tiene que disefiar un
equipo nuevo o una nueva planta. El disefio del sistema mejorard notablemente si se
cuenta con un modelo adecuado para realizar experimentos.

Los experimentos son imposibles debido a impedimentos econdémicos, de
seguridad, de calidad o éticos: En este caso, el sistema real esta disponible para
realizar experimentos, pero la dificultad de los mismos hace que se descarte esta
opcion. Un ejemplo de esto es la imposibilidad de provocar fallas en un avién real
para evaluar la conducta del piloto.

El sistema evoluciona muy lentamente o muy rapidamente: Un ejemplo de
dindmica lenta es el problema de los cientificos que estudian la evolucion del clima.
Ellos deben predecir la conducta futura del clima dadas las condiciones actuales, no
pueden esperar que un tornado arrase una ciudad para luego dar el mensaje de alerta.
Por el contrario, existen fenomenos muy rapidos que deben ser simulados para poder
observarlos en detalles, por ejemplo una explosion.

Entre las posibles desventajas de la simulacion se pueden citar:

El desarrollo de un modelo puede ser costoso, laborioso y lento: El desarrollo de
un simulador implica tiempo, esfuerzo y dinero. Cuando el sistema a simular existe,
siempre esta presente la tentacion de experimentar directamente con ¢l en lugar
enfrentar el desarrollo de un simulador.

Existe la posibilidad de cometer errores: Nunca se debe olvidar que Ia
experimentacion se lleva a cabo con un modelo y no con el sistema real; entonces, si el
modelo estd mal o se cometen errores en su manejo, los resultados también seran
incorrectos.

No se puede conocer el grado de imprecision de los resultados: Por lo general, el
modelo se utiliza para experimentar situaciones nunca planteadas en el sistema real;
por lo tanto, no existe informacién previa para estimar el grado de correspondencia
entre la respuesta del modelo y la del sistema real. Este problema se puede atenuar de
diversas formas. Cuando el sistema a simular no existe se puede recurrir a sistemas
similares existentes para comparar su conducta con la predicha por el simulador.
Cuando el sistema a simular existe pero nunca fue expuesto a las condiciones que se
desean simular, se puede evaluar la conducta del simulador estudiando condiciones
historicas del sistema para las cuales si se conoce como respondio el sistema.

Actualmente la simulacion presta un invalorable servicio en casi todas las areas posibles,
algunas de ellas son:

Procesos de manufacturas: Ayuda a detectar cuellos de botellas, a distribuir
personal, determinar la politica de produccion.

Plantas industriales: Brinda informacion para establecer las condiciones Optimas de
operacion, y para la elaboracion de procedimientos de operacion y de emergencias.
Sistemas publicos: Predice la demanda de energia durante las diferentes épocas del
afio, anticipa el comportamiento del clima, predice la forma de propagacion de
enfermedades.
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Sistemas de transportes: Detecta zonas de posible congestionamiento, zonas con
mayor riesgo de accidentes, predice la demanda para cada hora del dia.

Construccion: Predice el efecto de los vientos y temblores sobre la estabilidad de los
edificios, provee informaciéon sobre las condiciones de iluminacién y condiciones
ambientales en el interior de los mismos, detecta las partes de las estructuras que
deben ser reforzadas.

Disefio: Permite la seleccion adecuada de materiales y formas. Posibilita estudiar la
sensibilidad del disefio con respecto a parametros no controlables.

Educacion: Es una excelente herramienta para ayudar a comprender un sistema real
debido a que puede expandir, comprimir o detener el tiempo, y ademds es capaz de
brindar informacion sobre variables que no pueden ser medidas en el sistema real.
Capacitacion: Dado que el riesgo y los costos son casi nulos, una persona puede
utilizar el simulador para aprender por si misma utilizando el método mas natural para
aprender: el de prueba y error.

La importancia de la simulacion es evidente al considerar algunas aplicaciones que hicieron
historia:

El regreso del Apolo 13: La simulacion jugd un rol fundamental en la determinacion
del plan de emergencia. La nave retorn6 con éxito a pesar de las graves averias.

Los Voyagers: Gracias a la simulacion se pudieron establecer los itinerarios optimos
para estas naves con un minimo consumo de energia aprovechando la atraccion
gravitacional de los planetas.

Proyecto Monte Carlo: Von Newman y Ulam (1945) emplearon simulacion para
estudiar reacciones nucleares.

Capacitacion de tropas: En el operativo “Tormenta del desierto” llevado a cabo en la
guerra contra Irak, las tropas de todas las fuerzas estadounidenses que participaron
(fuerza aérea, marina y ejército) fueron entrenadas con simuladores.

Simulaciéon por computadora

Este libro se centrara en la simulacion por computadoras. Un programa de simulacién por
computadora esta compuesto por las siguientes partes:

Un modelo: Es un modelo simbdlico. Puede ser un conjunto de ecuaciones, reglas
logicas o un modelo estadistico.

El evaluador: Es el responsable de procesar el modelo para obtener los resultados de
la simulacion. Puede contener rutinas para la resolucion de sistemas de ecuaciones,
generadores de numeros aleatorios, rutinas estadisticas, etc.

La interfaz: Es la parte dedicada a interactuar con el usuario, recibe las acciones del
mismo y presenta los resultados de la simulacion en una forma adecuada. Por lo
general, serd una interfaz grafica, como la mayoria de los programas Windows, donde
se presentaran graficos, tablas, botones, cursores, etc.; es decir, todos los elementos
necesarios para facilitar al usuario el ingreso de datos y el acceso a los resultados. Mas
aun, a fin de aumentar el realismo, la interfaz puede llegar a ser fisica como es el caso
de la cabina utilizada en los simuladores de vuelos profesionales.

Por simplicidad, a lo largo de este libro la simulacion por computadora y el programa de
simulacion por computadora se llamaran simplemente simulacion y simulador,
respectivamente.
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Resolucion analitica vs. simulacion

Como se plante6 en la seccion anterior, una parte fundamental de un simulador es un modelo
simbolico. Algunos modelos simbdlicos pueden resolverse analiticamente haciendo
innecesaria o poco conveniente la simulacion. En efecto, una solucion analitica es preferible a
una simulacion porque da una vision integral sobre la conducta del sistema. Variando sus
parametros es posible identificar facilmente cambios importantes en el comportamiento,
detectar puntos criticos y sacar conclusiones generales para el tipo de sistema analizado. Por
ejemplo, la solucion analitica del movimiento pendular permite concluir que el periodo (7) de
cualquier péndulo es independiente de la posicion inicial, pero depende de la longitud (/) del

mismo:
[
T=rx|— @™
g

En el caso del movimiento de un resorte horizontal en el piso (Figura 2), variando el
coeficiente de friccion se puede identificar dos tipos de respuestas caracteristicas: la
oscilatoria (con friccion nula) y la oscilatoria amortiguada (con friccion no nula).

Figura 2: Resorte con friccion.

Cuando se desea calcular las raices del polinomio cuadratico:
P(x)=ax’+bx+c 2)
se dispone de la siguiente solucion analitica:

:—biﬂlb2—4ac 3)

2a

X2

Esta solucion analitica permite calcular facilmente las nuevas raices cuando se varian los
coeficientes del polinomio. También, es claro que habra problemas cuando el argumento de la
raiz cuadrada se haga negativo.

Sin embargo, no siempre es posible obtener una solucion analitica, ya sea por la naturaleza del
modelo o de los experimentos que se desean realizar; en este caso, el modelo deberad ser
tratado por algun tipo de método numérico; es decir, se debe recurrir a la simulacion. En ese
estudio, el modelo serd resuelto para un caso particular; y la solucion serd un numero, un
vector o una matriz, pero no se tendrd una funcion analitica. Debido a esto, el analisis de los
resultados es mas complejo que el requerido por una solucion analitica.
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Etapas de una simulacioén
En el desarrollo de una simulacion se pueden distinguir las siguientes etapas (Banks et al.,

1996):

Formulacion del problema: En este paso debe quedar perfectamente establecido el
objetivo de la simulacion. El cliente y el desarrollador deben acordar lo maés
detalladamente posible los siguientes factores: los resultados que se esperan del
simulador, el plan de experimentacion, el tiempo disponible, las variables de interés, el
tipo de perturbaciones a estudiar, el tratamiento estadistico de los resultados, la
complejidad de la interfaz del simulador, etc. Se debe establecer si el simulador sera
operado por el usuario o si el usuario sélo recibira los resultados. Finalmente, se debe
establecer si el usuario solicita un trabajo de simulacién o un trabajo de optimizacion.
Esto es muy importante porque el usuario puede no conocer, y no tiene por qué
hacerlo, la diferencia entre simular y optimizar. Por ejemplo, si el estudio es sobre los
efectos causados por cambios de calidad de la materia prima sobre la produccion de
una planta, es necesario establecer claramente si se desean determinar los posibles
efectos causados por estos cambios de calidad, o si se desean determinar las nuevas
condiciones de operacion para que la planta responda de la mejor manera posible ante
estos cambios. En el primer caso se plantea un estudio de simulacion mientras que el
segundo se plantea un estudio de optimizacion.

Definicion del sistema: El sistema a simular debe estar perfectamente definido. El
cliente y el desarrollador deben acordar donde estara la frontera del sistema a estudiar
y las interacciones con el medio ambiente que seran consideradas.

Formulacion del modelo: Esta etapa es un arte y serd discutida mas adelante. La
misma comienza con el desarrollo de un modelo simple que captura los aspectos
relevantes del sistema real. La formulacion del problema condicionard fuertemente
esta etapa; para un ingeniero de seguridad los aspectos relevantes de un automoévil son
diferentes de los aspectos considerados por un ingeniero mecanico para el mismo
sistema. Este modelo simple se ird enriqueciendo como resultado de varias iteraciones.
Coleccion de datos: La naturaleza y cantidad de datos necesarios estan determinadas
por la formulacion del problema y del modelo. Los datos pueden ser provistos por
registros historicos, experimentos de laboratorios o mediciones realizadas en el
sistema real. Los mismos deberan ser procesados adecuadamente para darles el
formato exigido por el modelo.

Implementacion del modelo en la computadora: El modelo es implementado
utilizando algun lenguaje de computacion. Existen lenguajes especificos de simulacion
que facilitan esta tarea; también, existen programas que ya cuentan con modelos
implementados para casos especiales.

Verificacion: En esta etapa se comprueba que no se hayan cometidos errores durante
la implementacion del modelo. Para ello, se utilizan las herramientas de debugging
provistas por el entorno de programacion.

Validacion: En esta etapa se comprueba la exactitud del modelo desarrollado. Esto se
lleva a cabo comparando las predicciones del modelo con: mediciones realizadas en el
sistema real, datos historicos o datos de sistemas similares. Como resultado de esta
etapa puede surgir la necesidad de modificar el modelo o recolectar datos adicionales.
Diseiio de experimentos: En esta etapa se decide las caracteristicas de los
experimentos a realizar: el tiempo de arranque, el tiempo de simulacién y el numero
de simulaciones. No se debe incluir aqui la elaboracion del conjunto de alternativas a
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probar para seleccionar la mejor, la elaboracion de esta lista y su manejo es tarea de la
optimizacion y no de la simulacion. Por este motivo, debe quedar claro cuando se
formula el problema si el cliente desea en realidad un estudio de simulaciéon o uno de
optimizacion.

e Experimentacion: En esta etapa se realizan las simulaciones de acuerdo el disefio
previo. Los resultados obtenidos son debidamente recolectados y procesados.

e Interpretacion: Se analiza la sensibilidad del modelo con respecto a los parametros
que tienen asociados la mayor incertidumbre. El modelo sera sensible a determinados
parametros si para pequefios cambios en los valores de los mismos las respuestas
varian notablemente. Si es asi, se deberdn recolectar datos adicionales para refinar la
estimacion de los parametros criticos. Por ejemplo, si los resultados de la simulacion
de una reaccion quimica son muy sensibles a la energia de activacion de la misma;
entonces, se deberd regresar a la etapa de recoleccion de datos para mejorar la
precision de dicho parametro, y desde alli repetir todo el proceso.

e Implementacion: Conviene acompaiiar al cliente en la etapa de implementacion para
evitar el mal manejo del simulador o el mal empleo de los resultados del mismo. Este
es un peligro potencial originado en el desconocimiento del cliente sobre las
limitaciones y alcances del simulador utilizado; por lo tanto, se debera evitar que los
resultados se utilicen mas alla del rango de aplicacion considerado en el estudio.

e Documentacion: Incluye la elaboracion de la documentacion técnica y manuales de
uso. La documentacion técnica debe contar con una descripcion detallada del modelo
y de los datos; también, se debe incluir la evolucion historica de las distintas etapas del
desarrollo. Esta documentacion serd de utilidad para el posterior perfeccionamiento
del simulador.

Sistemas

De todo lo planteado, es evidente que la definicion del sistema a analizar, y de sus
caracteristicas, es de gran importancia para realizar exitosamente un estudio de simulacion.
Un sistema es una seccion de la realidad que es el foco primario de un estudio y esta
compuesto de componentes que interactian con otros de acuerdo a ciertas reglas dentro de
una frontera identificada para el propdsito del estudio. Un sistema puede realizar una funcion
que no es realizable por sus componentes individuales. El conjunto de actividades que se
llevan a cabo dentro de un sistema se denomina proceso. Un sistema puede ser o fisico o
simbolico, s6lo uno de los dos. Las ciencias matematicas y ldgicas trabajan con estos ultimos.

Los objetos o componentes que forman parte del sistema se denominan entidades, por
ejemplo: un auto estd compuesto por un motor, ruedas, carroceria, etc. Estas entidades poseen
propiedades denominadas atributos, por ejemplo: la potencia del motor, y se relacionan entre
si a través de relaciones o funciones. Estas relaciones pueden ser:

o Estaticas o estructurales: un auto posee cuatro ruedas.

¢ Dinamicas o funcionales: un auto consume nafta si se enciende el motor.

Los valores asumidos por los atributos de las entidades en un momento dado determinan el
estado del sistema. El estado puede ser estdtico o estacionario si se mantiene constante en el
tiempo; o por el contrario, puede ser dindmico o transitorio si evoluciona con el tiempo. Un
sistema puede presentar los dos tipos de conductas; generalmente, cuando inicia su
funcionamiento pasa por un estado dindmico y luego alcanza un estado estacionario o de
régimen.
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Un estado estacionario es estable si el sistema retorna a ¢l luego de una perturbacion. Por el
contrario, un estado estacionario es inestable si el sistema se aleja de ¢l luego de una
perturbacion. Este alejamiento puede dar lugar a una respuesta acumulativa (crece o decrece
continuamente, o alcanza otro estado estacionario) o a una respuesta oscilatoria (crece y
decrece continuamente). Un ejemplo de estado estable, es un péndulo en su posicion de
reposo; en cambio, el péndulo invertido es un ejemplo de estado inestable. Si el péndulo no
tiene friccion, la respuesta a una perturbacion sera oscilatoria; en cambio, si existe friccion la
respuesta sera amortiguada. En una planta quimica de operacion continua, se debera hacer
todo lo necesario para que los reactores estén operando en estados estacionarios estables; de
lo contrario, ante cualquier perturbacion, los mismos se apagarian o explotarian.

Los atributos también se denominan variables o parametros (Figura 3). Los parametros (P)
son atributos que se fijaron durante el disefio del sistema ya sea por el disefiador o por la
naturaleza, por ejemplo: la cilindrada del motor, la aceleracion de la gravedad. Las variables
se clasifican a su vez en:

e Variables de entrada o exdogenas (U y D): Son fijadas por el medio ambiente del
sistema. Pueden ser manipulables si se fijan a voluntad, o no manipulables en caso
contrario. Un ejemplo del primer caso es la posicion del pedal del acelerador, y del
segundo caso es la velocidad del viento. Una variable de entrada no manipulable se
denomina perturbacion. Las variables manipulables ser representan con el vector U, y
las perturbaciones se representan con el vector D.

e Variables de salida (¥): Son las variables de estado, o combinacion de ellas, que son
medidas o traspasan la frontera del sistema; por ejemplo, la concentracion de los gases
de escape del automovil. Las variables de salida se representan con el vector Y.

e Variables internas: Son las variables del sistema que no son variables de entrada,
variables de salida, ni parametros.

e Variables de estado (X): Conforman el conjunto minimo de variables internas del
sistema necesarias para describir completamente su estado interno en un momento
dado. Mientras las otras variables internas pueden ser determinadas a partir de los
parametros y de las variables de entrada, para determinar el valor de las variables de
estado es necesario recurrir a la historia del sistema. Por ejemplo, la cantidad de dinero
dentro de un cajero automatico en un dado momento; es imposible determinar esta
cantidad a partir de tan so6lo los valores de otras variable para dicho momento porque
ademas se deberian conocer cuanto fue la cantidad inicial de dinero, cuantos clientes
llegaron, cuanto retiraron o depositaron, etc. Las variables de estado se representan
con el vector X.

-

U
D

X > Y

Figura 3: Variables de un sistema.

A continuacién se analiza un calentador eléctrico de agua mostrado en la Figura 4, se supone
que la potencia del mismo no es suficiente para llegar al punto de ebullicion. La clasificacion
correspondiente es:
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Parametros: el voltaje V, la resistencia Rc, las dimensiones del recipiente, el
coeficiente global de transferencia de calor U, la capacidad calorifica del agua Cp, el
espesor del cable, etc.

Variables de entrada manipulables: la posicion del interruptor p, el caudal de la
corriente de entrada Fe y su temperatura Te, el caudal de la corriente de salida F.
Perturbaciones: la temperatura ambiente 7a.

Variables de salida: la temperatura 7m indicada por el termdémetro, la potencia
disipada Wd, la temperatura de la corriente de salida 7.

Variables internas: La intensidad / y la potencia de calentamiento W.

Variables de estado: la masa de agua M, la temperatura del liquido 7. Note que la
intensidad / y la potencia de calentamiento W son variables internas del sistema; pero
no son de estado porque pueden calcularse a partir de los parametros y de las variables
de entrada. Entonces, ellas no pertenecen al conjunto minimo de variables que deben
ser especificado y, por lo tanto, no son variables de estado. Por el contrario, para un
momento dado, es imposible determinar los valores de M y T a partir del resto de las
variables porque dichos valores dependen de la historia del sistema y no tan sélo del
estado actual. De esta forma, es necesario especificar dichos valores para algun
momento; por lo tanto, son variables de estado.

Fs,Ts
Ta
Fe,Te Tm
p
— wd
- M,T U
I Re,W

Figura 4: Calentador eléctrico.

Durante la operacion del sistema se podran observar los siguientes estados:

Estado inicial: El interruptor esta abierto, el recipiente vacio, no entra ni sale liquido.
El estado del sistema no varia durante esta etapa. Es un estado estacionario.

Carga de agua: Se hace Fee > 0, el recipiente recibe agua y M aumenta continuamente
durante esta etapa. Es un estado dinamico.

Recipiente lleno: Cuando el nivel del agua es el deseado se interrumpe la
alimentacion. Nuevamente el sistema esta en un estado estacionario.

Calentamiento: Una vez alcanzado el nivel de agua deseado, se cierra el interruptor.
La temperatura 7 del agua aumenta continuamente. Es un estado dindmico.

Régimen: a medida que aumenta la temperatura del sistema, la potencia disipada
hacia el exterior Wd también aumenta. Esta potencia ademds depende de 7a, de las
dimensiones del recipiente y de U. Cuando la potencia disipada iguala a la potencia W
de calentamiento, la temperatura del sistema adopta también un valor constante. De
este modo, el sistema alcanza un nuevo estado estacionario.

Simulacion de Sistemas Quimicos. Introduccion. Enrique E. Tarifa. 9



Apagado: Alcanzada la temperatura deseada y mantenida durante el tiempo requerido,
se abre el interruptor. La temperatura descendera debido a la potencia disipada. Es un
estado dinamico.

Descarga de agua: Finalmente, sistema se descarga haciendo Fs > 0. M disminuye
continuamente hasta valer cero. La temperatura continua descendiendo. Se trata de un
estado dindmico que culmina cuando el sistema estd completamente vacio y a
temperatura ambiente.

La definicion de la frontera del sistema juega un rol determinante en la clasificacion de las
variables. En efecto, la Figura 5 muestra un equipo desgasificador adiabatico utilizado para
separar los incondensables de una corriente de agua liberandolos a la atmosfera. Este equipo
es comunmente utilizado para retirar oxigeno del agua de alimentacion de calderas para evitar
sus efectos corrosivos. Para este equipo, se clasificaran los atributos del sistema de acuerdo a
dos fronteras distintas. La primera encierra toda la figura, mientras la segunda estd marcada
con linea de trazos. Para la primera frontera, la clasificacion de los atributos es:

Parametros: los coeficientes de las valvulas Cv;, Cv, y Cvs.

Variables de entrada manipulables: las presiones de entrada y descarga de agua: P,
y Ps; y las aperturas de las valvulas: X, X, y X;.

Perturbaciones: la presion atmosférica P.

Variables de salida: F, y F.

Variables internas: F;.

Variables de estado: la masa de agua M/ y la masa de gas Mg.

P,

: Mg
Ml |F, Xﬁ P,
Leenreneeneend Oy

Figura 5: Equipo desgasificador.

Para la segunda frontera (linea de trazos) la clasificacion es:

Parametros: ausentes en la figura.

Variables de entrada manipulables: F; y F5.

Perturbaciones: F,. Este variable es manipulable si se considera que puede ser
gobernada por la valvula de descarga de gas; entonces se puede fijar a voluntad su
valor. Sin embargo, F, también depende de la presion atmosférica que es no
manipulable, y entonces variara independientemente de lo que desee el operador de la
valvula, desde ese punto de vista el caudal es no manipulable. La clasificacion final
depende de si se actuard constantemente sobre la valvula para fijar el caudal en el
valor deseado, o si se dejard la valvula en una apertura constante dejando que la
presion gobierne el caudal.

Variables de salida: ausentes en la figura.

Variables internas: ausentes en la figura.

Variables de estado: 1a masa de agua M/ y la masa de gas Mg.
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Es importante determinar cudles son las variables de entradas manipulables y las no
manipulables. Las primeras seran utilizadas para actuar sobre el sistema, tal como lo hace un
lazo de control o un operador. Las segundas deben ser tenidas en cuenta durante el disefio y la
operacion del sistema. Al ser no manipulables, se debe determinar como evolucionan para que
el sistema esté preparado para enfrentar estas variaciones. Por ejemplo, se desea disefiar una
torre de enfriamiento que sea capaz de enfriar el agua de refrigeracion utilizada en una planta
para permitir su reutilizacion (Figura 6). El caudal y temperatura de agua a tratar estan dados
por Fw; y Tw;, respectivamente; mientras las condiciones de salida estan dadas por Fw, y
Tw,. Se utiliza aire a temperatura ambiente para enfriar el agua, las condiciones de entrada y
salida del aire estan dadas por Fa,, Ta;, Fa, y Ta,. M es la acumulacion de liquido dentro de
la torre. En este caso, seria un gravisimo error ignorar que la temperatura ambiente 7a; es una
variable no manipulable, y que la misma tiene valores extremos tanto en invierno como en
verano. Si la torre se disefa para condiciones invernales, fallara rotundamente en verano. Si el
error se subsana, y se disefia la torre para las condiciones imperantes en el verano, la torre
enfriard tan bien que durante una cruda noche de invierno las tuberias y los intercambiadores
de calor reventaran debido a la congelacion del agua en su interior. Si se descarta la
alternativa de pedirle a las autoridades de la planta que no operen la misma durante la
temporada otofo-invierno, se debera identificar y actuar sobre alguna variable manipulable
para que en invierno el agua no sea enfriada por debajo de la temperatura deseada, y menos
que llegue al punto de congelacion. Las variables manipulables que podrian ser utiles para
este caso son el caudal de aire Fa; y de agua F'w, que se permiten entrar en la torre.

T Fa,, Ta,

Fw,, Tw,
>
Fa, Ta, /K K K
Fw,, Tw,
/M x>

Figura 6: Torre de enfriamiento.

Clasificacion de sistemas

Un sistema puede ser clasificado de acuerdo a lo predecible que sea su conducta en (Law and
Kelton, 1991):

e Deterministico: Si el sistema no contiene ningun elemento aleatorio, es un sistema
deterministico. Es decir, las relaciones funcionales entre las variables del sistema estan
perfectamente definidas. En este tipo de sistema, las variables de salidas e internas
quedan determinadas al especificar las variables de entrada, los pardmetros y las
variables de estado. El calentador eléctrico estudiado es un sistema deterministico.

o Estocastico: En este caso, algin elemento del sistema tiene una conducta aleatoria.
Entonces, para entradas y estado conocidas no es posible determinar con seguridad los
valores de salida. Un ejemplo de sistema estocastico es una maquina tragamonedas en
la cual una misma accion (tirar la palanca) genera un resultado incierto (ganar o
perder). En el mundo real, los sistemas siempre tienen elementos estocasticos ya sea
por su propia naturaleza o porque son fendmenos no comprendidos actualmente; por
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ejemplo, a un cavernicola le podia parecer que los eclipses eran fendmenos aleatorios,
hoy ellos son predichos. Sin embargo, se puede considerar a un sistema real con un
sistema deterministico si su incertidumbre es menor que un valor aceptado. Las
personas son sistemas estocasticos; por lo tanto, todo sistema que involucre personas
es estocastico también. Por ejemplo: un banco, un hospital, etc.

De acuerdo a su evolucion temporal:

Continuo: Se tiene un sistema continuo cuando las relaciones funcionales entre las
variables del sistema sélo permiten que el estado evolucione en el tiempo en forma
continua (basta que una variable evolucione continuamente). Matematicamente, el
estado cambia en infinitos puntos de tiempo. El recipiente del calentador es un
subsistema continuo porque tanto M como 7 evolucionan en forma continua durante la
operacion del sistema.

Discreto: Se tiene un sistema discreto cuando las relaciones funcionales del sistema
solo permiten que el estado varie en un conjunto finito (contable) de puntos
temporales. Las causas instantaneas de los cambios de estados se denominan eventos.
El interruptor del calentador es un subsistema discreto porque la intensidad / sélo
puede variar en los instantes que se abre o se cierra el interruptor. La apertura y el
cierre del interruptor son eventos. Los sistemas reales son combinaciones de continuos
y discretos. La forma de tratarlos se adopta de acuerdo a la caracteristica dominante.
Algunos autores prefieren crear una nueva categoria para estos sistemas combinados,
la categoria: sistemas mixtos.

De acuerdo a la distribucion espacial de sus atributos:

Parametros concentrados: Los atributos del sistema son independientes de la
posicion. Por ejemplo, el tanque agitado calentado por vapor mostrado en la Figura 7
es un sistema de este tipo porque la temperatura es homogénea en todo su interior si se
supone que esta bien agitado.

Parametros distribuidos: Los atributos dependen de la posicion. Por ejemplo, la
distribucion de temperatura a lo largo del tubo interno de un intercambiador de calor
de doble tubo (Figura 8). La temperatura tendra un valor a la entrada, otra a la salida, y
valores intermedios en el interior de los tubos; es decir, es una funcion de la
coordenada espacial x.

TAé Tv

Figura 7: Tanque agitado calentado con vapor.

v

X

Figura 8: Intercambiador de calor de doble tubo.
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Clasificacion de modelos

Como ya fue planteado, un modelo es también un sistema; por lo tanto, valen todas las
definiciones y clasificaciones que se establecieron anteriormente. Debido a que un modelo es
una simplificacion o abstraccion de un sistema real, no es necesario, salvo en los aspectos
relevantes, que el modelo guarde una total correspondencia con el sistema real. Entonces,
habra casos en que sera conveniente utilizar un modelo discreto para modelar un sistema
continuo (por ejemplo, la integracion numérica de una funcion utilizando la regla del
trapecio), o utilizar un modelo estocéstico para modelar un sistema deterministico (por
ejemplo, la integracion numérica por simulacion de Monte Carlo), y todas las combinaciones
posibles.

Modos de simulacion

Como ya se plante6 anteriormente, cuando se simula se experimenta con un modelo para
obtener ciertos resultados. Un modelo es también un sistema por derecho propio, y de acuerdo
a sus variables de salida el modo de simulacion sera (Figura 9):

e Anailisis: Es el modo mas empleado, en ¢l las variables de salida del modelo
representan a las variables de salida del sistema real. Este modo se utiliza para estimar
la respuesta del sistema real ante entradas y parametros especificados. Debido a que
imita un sistema que realmente funciona, el modelo es matematicamente mas estable y
se asegura la existencia de una solucion. Por ejemplo, dado un intercambiador de calor
(esto es, se conoce el area, la cantidad de pasos por tubos y coraza, los materiales, etc.)
y conocidas las condiciones de las corrientes de entrada, se determinaran las
condiciones de las corrientes de salida.

e Diseiio: En este modo las salidas del modelo representan a los parametros del sistema
real. Se utiliza en la etapa de disefio de un equipo donde el problema es determinar los
parametros para los cuales el sistema producira las salidas deseadas para las entradas
especificadas. Por ejemplo, para el intercambiador de calor, se determinaran las
dimensiones y tipo de intercambiador para que, conocidas las corrientes de entrada, las
corrientes de salida alcancen las condiciones deseadas.

e Control: Las variables de salida del modelo representan a las variables de entrada del
sistema real. Este modo sirve para determinar los valores que deberdn adoptar las
entradas del sistema para producir los resultados deseados. Se utiliza cuando se desea
determinar las condiciones de operacion de un sistema para obtener determinada
conducta. Por ejemplo, se determinaran las condiciones de las corrientes de entrada de
un intercambiador de calor dado para que las corrientes de salidas alcancen las
condiciones deseadas.

> o
<o

'

U — U —»» U -
X = ' X - Y X - Y
D —» D - D -
Modo Analisis Modo Disefio Modo Control

Figura 9: Modos de simulacion.
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Emulacion de modos

Por lo general, los simuladores se operan en modo analisis dejando al usuario la tarea de iterar
para obtener los resultados provistos por los otros modos. El modo disefio puede ser emulado
iterando con los parametros hasta conseguir las salidas deseadas (Figura 10). Por ejemplo,
para determinar el area de un intercambiador de calor conocidas las corrientes de entradas y
especificadas las condiciones de las corrientes de salida (modo disefio), se pueden realizar
varias simulaciones en modo analisis para un conjunto de valores de area, y se seleccionara el
area que produzca las condiciones deseadas para las corrientes de salida. De esta manera, se
emuld una simulacion modo disefio a través de varias simulaciones en modo analisis.

Proponer

P P P
I !

U —» U—»
X «—Y — X Y

D—» D —»

Figura 10: Emulacion del modo diseflo.

En forma similar, si lo que se desea es emular una simulacion en modo control, entonces se
deber3 iterar variando las condiciones de entrada hasta comprobar que las condiciones de las
salidas sean las deseadas (Figura 11). Para el caso del intercambiador de calor, el problema de
control es determinar a qué temperatura debe ingresar la corriente fria para que el
intercambiador de calor considerado sea capaz de producir la temperatura de salida deseada.
Para ello se iterara variando la temperatura de entrada, para cada valor se realizara una
simulacion en modo analisis; si la temperatura de salida no es la deseada, se probara con otro
valor de temperatura de entrada. Este ciclo se repetird hasta encontrar el valor de la
temperatura de entrada que produce la temperatura de salida requerida.

Proponer
U ¢— U
X +—Y X Y
D —» D —»

Figura 11: Emulacion del modo control.

Modelado

Modelado es el proceso de construccion de un modelo. Un modelo es una representacion de
un objeto, sistema, o idea. Usualmente, su proposito es ayudar explicar, entender o mejorar un
sistema (Shannon, 1988). Los modelos son utiles para:
e El pensamiento: Al construir un modelo necesariamente se debe ordenar y completar
el conocimiento que del sistema real se posee.
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e La comunicacion: Un modelo elimina la ambigiiedad del lenguaje para comunicarse
con expertos.

e La prediccion: Un modelo sirve para predecir la conducta del sistema real. El modelo
de la teoria de la relatividad predice, sin hacer una simulacién, que no es posible
superar la velocidad de la luz.

El modelado es un arte. Cualquier conjunto de reglas para desarrollar modelos tiene una
utilidad limitada y s6lo puede servir como una guia sugerida. El arte de modelar consiste en la
habilidad para analizar un problema, resumir sus caracteristicas esenciales, seleccionar y
modificar las suposiciones basicas que caracterizan al sistema, y luego enriquecer y elaborar
el modelo hasta obtener una aproximacion util. Los pasos sugeridos para este proceso son:
Establecer una definicion clara de los objetivos.

Analizar el sistema real.

Dividir el problema del sistema en problemas simples.

Buscar analogias.

Considerar un ejemplo numérico especifico del problema.

Determinar las variables de interés.

Escribir los datos obvios.

Escribir las ecuaciones tedricas o empiricas que describen los fenémenos presentes y
relacionan las variables de interés.

9. Si se tiene un modelo manejable, enriquecerlo. De otra manera, simplificarlo.

PN R DD

Generalmente, simplificar un modelo implica:
e Convertir variables en constantes.
Eliminar o combinar variables.
Suponer linealidad.
Agregar suposiciones mas potentes y restricciones.
Restringir los limites del sistema.

Para enriquecerlo se procede de la forma contraria. Durante el proceso de modelado se debe
alcanzar un equilibrio entre el grado de detalle y el riesgo de falta de exactitud. El mejor
modelo es el modelo mas simple que puede resolver el problema planteado con el grado de
exactitud requerido.

A fin de ejemplificar las etapas de modelado citadas, considere que se desea construir un
modelo para determinar el tiempo y la velocidad de contacto con el suelo de un paracaidista
(Figura 12). El objetivo ya estd planteado. El sistema sera el paracaidista. Las caracteristicas
esenciales seran la velocidad de descenso, la altura, el tiempo, etc.

El proximo paso es comprender los fenomenos involucrados en el sistema. Es indiscutible que
el principal fendmeno a tener en cuenta es la atraccion gravitacional que tendera a hacer caer
al paracaidista. Sin embargo, no es el unico fendmeno involucrado. Una persona no
conocedora del sistema podria realizar las siguientes preguntas inquietantes: si es cierto que la
tierra rota, ;el paracaidista no serd despedido hacia la estratosfera por la fuerza centrifuga?, o
si es cierto que la tierra se traslada, ;quién asegura que el paracaidista no terminara de nuevo
en la estratosfera debido a que la tierra no se quedo en su lugar?, si la friccion con el aire
genera calor, el pobre diablo no se incinerara completamente antes de llegar a tierra?.
Afortunadamente, los paracaidistas no suelen hacerse estas preguntas, y contintian,
ingenuamente, arrojandose al vacio, demostrando de algin modo que los fendmenos fisicos
citados no son relevantes para el caso en cuestion. Entonces, dada la evidencia empirica, se
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puede concluir que los fendmenos de rotacion, traslacion y friccién no tienen mayores efectos
para el caso que se esta estudiando. Asi planteado, el problema es completamente analogo a
un inocente problema de caida libre.

Si se trata de un problema de caida libre, la velocidad final de contacto con la tierra sera:

v, =284, )

Para una altura inicial 4o = 1000 m, la velocidad final serda v¢ = 140 m/s o 504 km/h. Este
ejemplo numérico sugiere que seria muy conveniente exigir el pago del trabajo de simulacion
al paracaidista mientras estd todavia en el avion (con vida), o revisar todo el analisis anterior.

Debido a que se sabe que los paracaidistas por lo general sobreviven a su primer salto,
entonces es evidente que se cometio un error en el modelado. En efecto, el error fue descartar
la friccion. La misma fue descartada porque los efectos térmicos por ella generados eran
despreciables. Sin embargo, no se puede despreciar el efecto de frenado representado por la
fuerza de friccion Fr.

Como se pudo apreciar, el error cometido tuvo un gran impacto en el resultado. El riesgo de
cometer errores de este tipo aumenta con la complejidad del sistema analizado. Es por eso
siempre recomendable plantear algun ejemplo numérico para ser juzgado junto a personas que
conocen profundamente el sistema en estudio.

Se podria pensar que seria recomendable considerar todos los fendémenos involucrados a fin
de no cometer el error de descartar algun fenomeno importante. Sin embargo, esto
complicaria innecesariamente el modelo, aumentando el riesgo de cometer errores en la
siguiente etapa: la resolucion del modelo.

Para terminar, se determinaran las variables que representan a las caracteristicas esenciales: v,
Fr, hy, etc. y se formularan las ecuaciones que vinculan dichas variables, como por ejemplo:

d__ P

dt m

dh _ ®)
dt

Fr=Crv?

donde g es la aceleracion de la gravedad, 4 es la altura, m es la masa del paracaidista, ¢ es el
tiempo, y Cr es el coeficiente de friccion. Estos atributos se pueden clasificar como:

Variable de entrada no manipulable: 7.

Parametros: g, my Cr.

Variable interna: Fr.

Variables de estado: vy £.

El modelo es manejable, pero se puede simplificar si es que se determina que la velocidad
terminal (la que equilibra el peso con la fuerza de friccion) se alcanza pronto. Si esto es asi, se
podra utilizar un modelo mas simple considerando que la velocidad es constante. Por otra
parte, el modelo se puede enriquecer si se incorpora otra fuerza. En efecto, el paracaidas no
solo es frenado por la friccion, sino que también es frenado por la fuerza generada por el
cambio de cantidad de movimiento relativo que experimenta el aire al toparse con el
paracaidas. Esta fuerza puede ser mas importante aun que la friccion.
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Figura 12: Lanzamiento de un paracaidista.

Debido a que se trata de un sistema deterministico continuo, el modelo esta constituido por un
conjunto de ecuaciones diferenciales y un conjunto de ecuaciones algebraicas. Las variables
de estado, v y A, figuran en el miembro izquierdo de las ecuaciones diferenciales. Para poder
resolver este modelo es necesario especificar el valor de v y 4 en algin momento. Si las
variables se especifican en para ¢ = 0, se tiene un problema de valores iniciales. Este tipo de
modelos y de problemas seran objetos de estudio de los siguientes capitulos.

Modelos tedricos vs. experimentales

Si el modelo que se construye s6lo se orienta a reproducir las salidas del sistema real sin
intentar modelar su comportamiento interno; entonces, sera un modelo experimental o de caja
negra. En cambio, si el modelo también intenta reproducir las relaciones funcionales del
sistema sera un modelo con base tedrica. Un modelo experimental requiere una gran cantidad
de datos para poder calibrarlo o ajustarlo correctamente, y su rango de validez esta limitado a
ese conjunto de datos; esto es, sirve para interpolar pero no para extrapolar. En
contraposicion, un modelo tedrico requiere una cantidad menor de datos y puede ser utilizado
fuera del rango de los mismos ya que el rango de validez del modelo esta dado por la teoria
utilizada y no por los datos.

Un ejemplo simple se presenta cuando se desea determinar el espacio recorrido por un cuerpo
movil a velocidad constante en funcion del tiempo. Para una velocidad dada, se puede
construir una grafica de espacio vs. tiempo a partir de medidas experimentales. Esta grafica
solo podra emplearse para el caso en que la velocidad del movil sea idéntica a aquella que se
utiliz6 en los experimentos. Ademads, s6lo proveerd informacion para los tiempos que
pertenezcan al intervalo de experimentacion. Estos problemas no se presentan si se utiliza un
modelo tedrico simple: e = v.£; en este caso, solo es necesario determinar la velocidad a partir
de so6lo dos datos disponibles, y la formula podra luego ser utilizada mas allad del rango de
tiempo medido.

Para el calentador de agua se puede construir un modelo experimental que permita estimar el
tiempo de calentamiento requerido para calentar una cantidad dada de agua hasta una
temperatura deseada. Para ello serd necesario medir la temperatura 7m; en N determinados
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instantes #. Esta tabla de datos experimentales puede ser utilizada directamente para estimar
por interpolacion el tiempo requerido para alcanzar una temperatura dada.

Una alternativa mas avanzada es ajustar graficamente una curva ¢ vs. 7m, o ajustar
matematicamente con el criterio de minimos cuadrados los coeficientes a de un polinomio
P(a,t) resolviendo el siguiente problema de optimizacion:

MinZN:(P(a,Tml.)—ti s (6)

Luego, el tiempo requerido para alcanzar una temperatura especificada serd dado por este
polinomio ya ajustado.

Un problema del modelo anterior es que se torna totalmente inutil cuando se cambia la
cantidad de agua en el recipiente. Este problema puede ser resuelto incorporando la variable
M al modelo; pero se requeriran nuevos datos experimentales para distintos valores de M. La
incorporacion de mas variables puede llegar a hacer necesario que se reemplace el polinomio
por un modelo mas potente como por ejemplo una red neuronal. Otro problema es que el
modelo no puede ser utilizado para temperaturas que estén fuera del intervalo de las
temperaturas de los datos experimentales. Un modelo con base tedrica requeriria mucho
menos experimentos, o quizas ninguno, y el rango de temperatura posibles seria mayor.

Modelos de caja negra

Las limitaciones del conocimiento actual o la complejidad involucrada, hacen que todo
modelo con base tedrica siempre contenga una parte con base empirica. En efecto, debido a
que no existe una teoria apropiada, o su implementacion es demasiada compleja, siempre es
necesario recurrir a experimentos para determinar el valor del algin parametro o definir
alguna relacion entre las variables.

En el caso del calentador de agua, se puede desarrollar un modelo con base tedrica que
considere la ley de Ohm, las leyes de Kirchhoff, el efecto Joule, etc. Sin embargo, la
capacidad calorifica Cp del agua generalmente es estimada utilizando un polinomio que es
funcién de la temperatura 7. Los coeficientes del polinomio pueden obtenerse de bibliografia
(tablas de coeficientes para distintas sustancias) o a partir del procesamiento de datos
experimentales (tablas de Cp vs. T para el agua). El polinomio asi definido es un modelo de
caja negra ya que solo define la relacion existente entre la entrada 7'y la salida Cp sin intentar
contemplar los mecanismos internos del agua responsables de dicha relacion.

Todos los modelos de caja negra se plantean a partir de datos experimentales. Si los errores de
los datos experimentales son despreciables y si se pueden despreciar también los errores de
una interpolacion lineal o cuadratica dentro del los intervalos de la muestra; entonces, es
posible utilizar como modelo directamente la tabla de datos experimentales. El error de los
datos se puede despreciar cuando se emplearon técnicas experimentales precisas y exactas, y
fueron procesados estadisticamente. Si ademas, el intervalo entre datos es pequefio o la
relacion entre las variables es lineal (determinada ésta a partir de un gréafico), se puede asumir
que el error de la interpolacion lineal sera despreciable. Entonces, si la tabla contiene datos
del tipo (x, ¥), para un x dado que no figure en la tabla pero que esté dentro del rango de la
misma se estimara el correspondiente y utilizando una interpolacion lineal o cuadratica.

En la interpolacion lineal se utiliza la linea recta que pasa por los dos puntos mas cercanos al
punto que se desea evaluar. Por ejemplo, si dichos puntos son (xa,ya) y (xb,yb). La linea recta
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a utilizar para determinar el valor y correspondiente a un valor x del intervalo [xa,xb] sera
y=ax+b. Los coeficientes @ y b se obtienen de resolver el siguiente sistema de ecuaciones
que plantea que la recta debe pasar por los puntos datos:

ya=axa+b

yvb=axb+b 7
En la interpolacion cuadratica se utiliza la parabola que pasa por los tres puntos mas cercanos
al que se desea evaluar. Por ejemplo, si dichos puntos son (xa,ya), (xb,yb) y (xc,yc). La
pardbola a utilizar para determinar el valor y correspondiente a un valor x del intervalo [xa,xc]
serd y=a x* + b x + c. Los coeficientes a, b y ¢ se obtienen de resolver el siguiente sistema de
ecuaciones que plantea que la parabola debe pasar por los puntos datos:

ya=axa’ +bxa+c
yb=axb>+bxb+c )

ye=axc’ +bxc+c

Cuando no es posible ignorar los errores contenidos en la tabla, la regresion es preferible a la
interpolacion. En la regresion se ajustara una funcion para que represente los datos
experimentales de la mejor manera posible, no es necesario que pase por ellos como en
interpolacion. El polinomio es el tipo de funciéon mas simple utilizado en regresion. Si el
orden del mismo ya estd fijado, el problema se reduce a determinar los valores de los
coeficientes que minimicen la sumatoria de los cuadrados de los errores, tal como se planted
en la seccidn anterior. Si el orden del polinomio debe también ser determinado, entonces el
orden Optimo y los coeficientes surgen de minimizar la varianza de los errores de la muestra,
es decir de resolver el siguiente problema de optimizacion mas general:

)
Min S
M ,a
s.a:.

2 ©)
(yi —P(M,a,xi))

M=

S? =

N-M-1
donde se desea ajustar los coeficientes a y el orden M del polinomio P que es funcion de x
para que los valores devueltos minimicen la varianza de los errores de una muestra con N

puntos experimentales (x;,;).

Este problema puede ser resuelto con la utilidad Solver de la planilla de calculo Excel. Por
ejemplo, dada la siguiente tabla de datos:

Tabla 1: Tabla de datos.

Xi i

0 8
1 14
4 80
9 385
10 485
14 945
15 1095
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El primer paso es ingresar la misma en la planilla. Luego se deben escribir las formulas
apropiadas para la funcion que se desea ajustar y para el calculo del error. La Figura 13
muestra estos pasos cuando se desea ajustar la linea recta y = a x + b. Note la utilizacion del
signo $ (referencia absoluta) para referirse a las celdas de los coeficientes. De este modo se
asegura que cuando se copien las formulas, siempre se referiran a las celdas correctas.

Suma = =Suma(D2..05)

A | B | C | D | E T F |
1 X i1 Pix) (yi-P(x))*  Coeficientes
2 0 8 =F§2*A2+F%3 =(B2-C2)p2 a= 1
3 1 14 h= 1
4 4 &0
5 g 325
5 10 425
7 14 945
& 15 1093
g

Figura 13: Ingreso de formulas para el ajuste de P(x;) =a x; + b.

Ingresadas los datos y las formulas, el siguiente paso es copiar las formulas y dar valores
iniciales a los coeficientes. Para ello es conveniente construir un grafico que muestre tanto los
datos experimentales como los correspondientes al polinomio. Se debe variar manualmente
los coeficientes hasta obtener un ajuste aceptable (Figura 14). Esta etapa puede obviarse, pero
se corre el riesgo de incrementar los calculos necesarios que posteriormente debera realizar
Solver para llegar a la solucion, o incluso existira el riesgo de no arribar a la solucion correcta.

Figura 14: Inicializacion de los coeficientes.
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A | B | C D E | F |
1 X % Pix) tv-P(x))° Coeficientes
2 0 2 0 B4 a= 100
3 1 14 100 7396 b= 0
4 4 20 400 102400
5 385 900 265225
B 10 435 1000 265225
7 14 045 1400 207025
8 15 1055 1500 164025
g Suma= 1011360
10
11
12
13
14
15 ——yi
16 - -m - Pxi)
17
18
19
20 .
21 20
22
i

20



Finalmente, se activa Solver (menu Herramientas). Si esta opcién no esta disponible, se
deberd activarla con la opciéon Complementos (meni Herramientas). En el formulario de
Solver (Figura 15), se debera seleccionar como celda objetivo la celda que contiene la suma
de los errores al cuadrado; en este caso, $D$9. Se selecciona también la opcion Minimo para
minimizar dicha suma cambiando las celdas correspondientes a los coeficientes para este
ejemplo: $F$2:$F$3.

Parametros de Solver i |
Celda objetivi: 4049 . rmenlver
Valor de la celda objetivo: pem— E |
° Maximo % Mipma  © Yalores de: IIZI
—Cambiando las celdas
Estirnar |
Qpciongs. .. |
—3ujekas a las siguientes restricciones:
;I Agregar. .. |
Zambiar,.. | Restablecer todao |
j Eliminar | Avuda |

Figura 15: Formulario de Solver.

Luego de aceptar los valores propuesto por Solver, en las celdas de los coeficientes quedaran
los valores que minimizan el error; mientras el grafico mostrara el grado de concordancia
entre las figuras correspondientes a los datos de la tabla y al polinomio (Figura 16). Para el
caso en estudio, la linea recta determinada es: P(x) = 71.2 x - 108.7.
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A | B8 | ¢ | b | E [ F |
1 % % Pixi) ty-P(x))° Coeficientes
2 0 2 -108.716536 136227495 a= 71.188966
3 1 14 -37 5275702 2655.09049 b = -108.716536
4 4 20 176.039328 922355249
5 335 531.994158 21604.3427
B 10 435 B03.173124 ) 13964.8872
7 14 945 BE7 928988 3257.10041
g 15 1095 959.117954  15453.9304
g Suma = 82791.6535
10
11
12
13
14
15 ,
15 i
17 - - - Pixi)
18
13
20 '
oy 20
22

Figura 16: Solucion del ajuste lineal.

El procedimiento descrito no se limita a ajuste de polinomios, sino que puede ser aplicado en
forma directa para ajustar cualquier tipo de funcion, y puede ser extendido con ligeras
modificaciones al ajuste de funciones con multiples variables. Cuando la funcién que se desea
ajustar es un polinomio o una funcién exponencial, y sélo existe una sola variable
independiente, es mas comodo trabajar con la utilidad linea de tendencia de Excel. Para ello
basta con ubicar el cursor sobre la curva de datos y seleccionar “Agregar linea de tendencia”
del ment contextual (se habilita con el boton derecho del mouse). Si se selecciona la opcion
“Presentar ecuacion en el grafico”, la ecuacion correspondiente serd incluida en el grafico.

Las siguientes tablas muestran los resultados obtenidos cuando se ajustaron polinomios de
orden 0 a 4. El orden 4 se realizd s6lo como verificacion. Como puede apreciarse, el mejor
ajuste se obtiene con el polinomio de orden 2. La Figura 17 muestra el ajuste lineal y
cuadratico realizado para estos datos.

Tabla 2: Ajuste de promedio P(x) = a.

Xi Vi P(x)) (P(x)-y)’

8 430285713  178325.223 a
14 430285713  173293.794

80 430.285713  122700.08

9 385 430285713  2050.79576

10 485 430285713  2993.65325

14 945 430285713  264930.798

15 1095 430285713  441845.084

T(P(x)-y)'= 1186139.43
s2=| 197689.90
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Tabla 3: Ajuste lineal P(x) =ax +b.

X i P(x)) (P(x)-y)’
0 8 -108.716392 13622.7163 a 71.19
1 14 -37.5274306  2655.0761 b -108.72
4 80 176.039455  9223.57691
9 385 531.984264 21604.3739
10 485 603.173226  13964.9114
14 945  887.929073  3257.09065
15 1095  959.118035  18463.9083
T (P(x)-y)’= 82791.6535
s? 16558.33
Tabla 4: Ajuste cuadratico P(x) =a xX+bx+ec.
X P(x;) (P(x)-y)’
0 8 10.0872009 4.35640772 a= 5.00)
1 14 122130497 3.19319146 b -2.87
4 80 78.5633996  2.06382077 = 10.09
9 385 389.056662  16.4565037
10 485 481.141716  14.8863562
14 945 949436606  19.6834699
15 1095 1091.499  12.2570268
T (P(x)-y)'= 72.8967766
s? 18.22
Tabla 5: Ajuste cubico P(x) =a CHbx*+ex+d
Xi Vi P(xy) (P(xi)-y))
0 8 874519553  0.55531638 a= 0.02
1 14 12.6470264 1.83053753 b= 4.62
4 80 80.8057072  0.64916416 c= -0.74
9 385 388.397437  11.5425803 d= 8.75
10 485 479.887368  26.1390075
14 945 948983835  15.8709448
15 1095  1092.52686  6.11643007
T (P(x)-y)’= 62.7039808
s? 20.90]
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Tabla 6: Ajuste de orden 4 P(x) =ax*+bx’+cx*+dx+e.

Xi Vi P(x;) (P(x)-y)’
0 8 9.03207003  1.06516856 a= 0.00
1 14 12.2682245  2.99904626 = -0.03
4 80 80.8087961 0.6541512 = 5.01
9 385 388.71443 13.796989 d= -1.75
10 485 479.816645 26.8671729 e= 9.03

14 945 948.395223  11.5275423
15 1095 1092.95794  4.17000636

T (Px)-y)'= 61.0800766
s? 30.54

1200
1000
800
600 ¢ i

y = = = =Ajuste lineal
400 Ajuste cuadratico
200

y=5x2-287x+10.09

0 5 10 15 20
-200

Figura 17: Ajuste polinomial.

Cuando el problema involucra mas de una variable independiente se suele dejar de lado el
polinomio a favor de una funcion que tenga alguna base tedrica o empirica. Por ejemplo,
cuando se determinan las constantes de la ecuacion de van der Waals para un dado gas.

Si no es posible ajustar los datos experimentales utilizando un polinomio, una funcién o una
tabla; entonces, puede ser conveniente recurrir a un modelo mas complejo como es el caso de
una red neuronal. Las mismas son utilizadas para modelar sistemas con multiples variables y
fuertemente no lineales.

Para terminar, se presenta a continuacion la determinacion de una curva de ajuste para el agua
pura y para la salmuera de agua de mar. Para la primera, se utiliza la correlacion de Andrade:

a

T (10)

u,=e
donde las constantes a, b y ¢ se determinan realizando un ajuste con los datos experimentales.
La Tabla 7 muestra los datos experimentales (uy) y los valores de la funcion de ajuste con sus
constantes ajustadas. A fin de obtener la mayor precision posible, luego de un primer ajuste se
repite el proceso; pero esta vez, los valores iniciales de los coeficientes son los recomendados
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por el primer ajuste, y la funcion objetivo es la celda que contiene la suma de los errores al
cuadrado multiplicada por un nimero grande, por ejemplo: 1000.

Tabla 7: Viscosidad del agua pura [cP].
TIC°] pw[cP] pw(T)  Error’

10 1.30 1.31 0.00 a= 534.15
20 1.00 0.99 0.00 b= 12722
30 0.80 0.78 0.00 c= -3.63

40 0.65 0.64 0.00
50 054 0.54 0.00
60 046 047 0.00
70 040 0.41 0.00
80 0.35 0.37 0.00
90 0.31 0.33 0.00

0.00

Para la salmuera se utilizara la siguiente correlacion:
(X, T) = fm(X,T) p,,(T) (€8))

donde fin es un factor de correcciéon que considera el efecto de la temperatura y la fraccion
masa de sal (X). Este factor se estima con la siguiente correlacion:
Sm(X,T)=1+X(dT+e) (12)

La Figura 18 muestra la planilla de Excel con los datos experimentales (fin) y las formulas
que se utilizaron para realizar el ajuste (fim(X,7)). Para ello se utilizo el Solver de una forma
similar a la explicada anteriormente. El tinico cambio realizado es la disposicion de los datos
y de los valores estimados por la funcion de ajuste; en lugar de estar en columnas, estan en
tablas debido a que ahora son dos las variables independientes (X y 7). Este cambio se tiene
en cuenta también cuando se realiza la suma de los errores al cuadrado, ahora la suma se
realiza tomando a todos los elementos de la tabla de errores al cuadrado. Note de nuevo la
utilizacion del signo $ para realizar referencia absolutas hacia los coeficientes y hacia los
valores de las variables independientes. La Tabla 8 contiene los datos experimentales y los
valores de la funcion de ajuste con sus constantes d y e ya ajustadas.
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Figura 18: Ingreso de formulas para el ajuste de fm(X,T) =X (a T +b) + 1.

A B D [ H | [
1| fm
| 2 |T[C)X[m/m 0.02 0.03 0.04 0.05 0.05 0.07
ER 20 1.04 1.06 1.09 1.11 114 1.17
| 4 | 30 1.04 1.07 1.09 1.12 1.15 1.7
| 5 | 40 1.05 1.07 1.10 1.12 1.15 1.18
| B | &0 1.05 1.07 1.10 1.13 1.16 1.18
| 7 B0 1.05 1.08 1.10 1.13 1.16 1.19
8 | 70 1.05 1.08 1.11 1.14 1.16 1.19
| 9 | B0 1.05 1.08 111 1.14 117 1.20
10| 80 1.05 1.08 111 1.14 117 1.20
11
12| fm(X,T)
| 13 [T[C)X[m/m 0.02 0.03 0.04 0.05 0.05 0.07
| 14 | 20|=BH15H(FIF14*5A1 4+51515)+1 a=  752E03
| 15| 30 = 218
| 15 | 40
| 17 | &0
18| 3l
| 19| 70
| 20| 80
| 21 | a0
| 22|
| 23 | Errores’
| 24 [T[C*)X[m/m 0.02 0.03 0.04 0.05 0.05 0.07
| 25| 20|=(B3-B14)2
| 25 | 30
| 27 | 40
| 25 | &0
| 29 | B0
En 70
| 31| B0
EA a0
| 33| Suma= =SUMA(B25:G32)
34
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Tabla 8: Factor de correccion para la viscosidad de la salmuera.

fm
T[C°)X 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

20| 1.04 1.06 109 1.1 114 117
30, 1.04 1.07 1.09 112 115 117
40| 1.05 1.07 1.10 1.12 115 118
50, 1.05 1.07 1.10 1.13 1.16  1.18
60, 1.05 1.08 1.10 1.13 116 1.19
70| 1.05 1.08 1.11 1.14 116 1.19
80| 1.06 1.08 1.1 1.14 117 1.20
90| 1.06 1.08 1.1 1.14 117 1.20

fm(X,T)
T[CUX 002 003 004 005 006 0.07

200 1.05 1.07 109 112 114 116 d= 7.52E-03
30 105 1.07 110 112 114 117 e= 2.18
40/ 1.05 107 110 112 115 1.17
50, 1.056 1.08 110 113 115 1.18
60, 1.05 1.08 1.11 113 116  1.18
70, 1.05 1.08 1.1 114 116 1.19
80, 1.06 1.08 1.11 114 1147 119
90 1.06 1.09 1.1 114 117 1.20

Errore’

T[C°YX 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
20| 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
30| 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
40 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
50| 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
60| 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
70/ 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
80| 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
90| 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Suma= 0.00
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